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keine Bearbeitung oder Ueberlieferung ſchon ander · > 


waͤrts gedruckter Aufſaͤtze. 


Die Aufſaͤtze dieſer beiden 


erſten Baͤnde ſind ſaͤmmtlich eigenthuͤmliche Arbeiten 


des Herausgebers. 


Damit indeſſen die Vielſeitigkeit 


der Sammlung nicht leide, wird der Verfaſſer nicht 
unterlaſſen, nach dem vor dem erſten Bande angezeig⸗ 
ten Plane des Werks, in den folgenden Baͤnden 
auch fremde, außer ſeinen eigenen Ideen, mitzutheilen. f 
Er hat ſolches anzeigen zu muͤſſen geglaubt, um den 
Tadel eines Verſtoßes gegen 79 e 9 ab⸗ 


zulehnen. 


Bei einer zufaͤlligen Durchſt cht des ersten Ban⸗ 
des hat der Verfaſſer mehrere kleine Incorrectheiten 
und manches Einzelne bemerkt, was er anders 


wünſcht. 


Dieſe Mängel rühren von der Eile und 


Zerſtreuung her, womit er zu arbeiten gezwungen iſt. 


ma, Nur wenige 1% Sünde 1 N am . 
det von ſeinen Berufs- Arbeiten, kann er ihr . „ 
miemals auch nur einen einzigen Tag im Zuſammen⸗ 
hange; denn der öffentliche Dienſt hat. keinen Ruhe⸗ 
5 punkt. Nichts aber iſt bekanntlich mathematiſchen 
Arbeiten nachtheiliger, als Zerſtreuung und ſtuͤckweiſes 
Arbeiten. Daher kommt es denn, daß ſeine Arbeiten 
nicht ſo gut und gerundet ausfallen koͤnnen, wie er 
1 fi ie wünſcht, und wie er fi e zu liefern bemüht fal 
a wurde, wenn ſeine Lage der Beſchaͤftigung mit der 
RR Mathematik guͤnſtiger wäre. Er bittet wegen der vor- 
kommenden Maͤngel um Entſchuldigung, und glaubt 
unter den obigen Uinftänden darauf hoffen zu durfen. 
Er wird uͤbrigens Alles anwenden, um die Maͤngel 
nicht uͤber die Form hinausgehen, und bis in die 
Segen: ſelbſt dringen zu . Moe di 
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5 * 
3 den ſchwierigſten Satzen Nr Elemente, Geometrie bl 
ren, naͤchſt den Saͤtzen von den Parallelen, die erſten Saͤße 
von der Aehnlichkeit und dem Inhalt der Figuren, in ſo fern 
die zu vergleichenden Größen incommenſurabel find; ferner der 


Uebergang vom Geraden zum Krummen, oder die Lehre vom 


Kreiſe und den runden Körpern, die Saͤtze von Körpern, die 


ſich nicht decken u. fi w. Die Schwierigkeit entſteht daraus, ; 


daß die Figuren in diefen Faͤllen nicht unmittelbar congruiren, 
ſondern erſt ohne Ende getheilt werden muͤſſen. Der Begriff 


von der unendlichen Theilbarkeit der Groͤßen iſt zwar nicht 


dunkel, vielmehr iſt die Größe ſelbſt, was ſich ohne Ende 
vermehren und vermindern laͤßt, aber die Anwendung der. un, 
endlichen. Theilung macht die Beweiſe leicht ſchwierig. Bei 
der Parallelen Theorie liegt die Schwierigkeit in der Ungleich⸗ 
artigkeit der mit einander zu vergleichenden Größen, naͤmlich 
der ganz begraͤnzten Figuren und der Winkel oder Parallel- 


räume, welche nicht ganz begrenzt finds Das kuͤrzeſte Verfah⸗ 
ren in Faͤllen, wo ohne Ende getheilt werden muß, iſt freilich, 


daß man die Reſultate der Theilung als Groͤßen behandelt, 
und fie als ſolche vergleicht; allein darauf gebaute Bewelſe ſind 
nicht vor Fehlſchluͤſſen ſicher, weil bei denſelben etwas voraus⸗ 
geſetzt wird, was nicht Statt findet, naͤmlich, daß die Reſultate 


unendlicher Verminderung und Vermehrung, das heißt, unend⸗ 


lich Kleines und Großes, Größen ſind. Nur angebbare Theile 
von Groͤßen ſind wiederum Gr oßen, und weil Unendlich⸗Klei⸗ 
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nes it Pe ee un; er 
mehrt werden kann, ſo ſind em Größer ehr die 
42 verglichen werden konnten. Die Beweiſe, welche ſich auf Ver⸗ 
ö gleichung der Refultate unendlicher Theilung gruͤnden, ſind vi N 
1 dunkel, weil die Gegenſtände, auf welche fie ich wee sic 
eriftiven. ER so 
Ein anderes Mittel, die Schwierigkeit, fomoht der see 
lichen Theilung, alt der ungleichartigkeit der Figuren zu ver⸗ 
meiden, iſt, daß man mehrere Saͤtze, die nicht gleich den ans | 
dern bewieſen werden konnen, zu Grundſaͤtzen macht, wie 
z. B. Euelid den Hauptſatz der Parallelen: Theorie, Av 
chimed den Hauptſatz der Lehre von der Kruͤmmung; allein 
fo lange bel einem Grundſatz noch der Wunſch eines Beweiſes 
uͤbrig bleibt, iſt es ein Zeichen, daß er nicht zu den einfachſten 
Prineipen ‚gehört, die bis an die erſten Quellen der Erkennt⸗ 
ni reichen, weil ſolche erſte Satze eben an der Eigenſchaft, 
daß ſie durch ſich ſelbſt klar ſind, und ohne weitere er 
rung vollkommen einleuchten, erkannt werden. I“ 
Macht man Saͤtze zu Grundſaͤtzen, die nicht dieſe ben 
a ſchaft haben, ſo ſpricht man eigentlich nur das Geſtaͤndniß einer 
Schwierigkeit aus, ohne die Schwierigkeit zu haben. Beide 
Behandlungsarten der Saͤtze mit unendlicher Theilung oder 
5 Ungleichartigkeit der Figuren ſind alſo nicht geeignet, das Be⸗ 
| 5 duͤrfniß der Ueberzeugung zu befriedigen. Vielmehr wird mit 
Recht immer von neuem verſucht, ſolche Saͤtcze ſtrenger zu begruͤn⸗ 
den. Das Beſtreben, die Erkenntniß bis zu den erſten Prin⸗ 5 
cipien zuruͤckzufuͤhren, iſt eben fo naturlich, als das Beſtreben, 
ſelbige in der entgegengeſetzten Richtung nach Außen zu erwei⸗ 
1 tern; und der Gegenſtand iſt bei dem einen wenigſtens nicht 
unrichtiger, als bei dem andern; denn allenfalls kann ſelbſt das 
2 Begründete ohne die weitere e men aber Biene: ohne 45 
5 Jenes beſtehen. a 
Daß es moͤgſſch ſey, Manches noch ſchaͤrfer zu Beginn 
beweiſet die Erfahrung, weil ſchon von den Alten einige Falle, 
wo die unendliche Theilung vorkommt, namentlich durch die 
Erbauſtions methode, „mehr ins Klare gebracht, auch ſpaͤterhin 10 
Satze, die bonſt Tür 1 N galten, durch 15 
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RR ; 5 


2 auf, nahe pricifinedEsbenntoiß zurückgeb acht worden ſind, wie 
z. B. der archimediſche Grundſatz von der Krummung. Es iſt 


4 daher kein unnützes WGeſchält, die Bemühungen lcher Art 5 
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Ae ueber diesen Gegenſtand Hane ich meine individuelle Mel, 
nung in einer kleinen Schrift: „Ueber Parallelen Theorieen 
und das Syſtem in der Geometrie,“ welche im Jahre 1 1816 
in der Maurerſchen Buchhandlung erſchienen iſt, mit ihren 
Gruͤnden aus einander geſetzt. Meine damaligen Aeußerungen 
enthielten ſchon die Reſultate eines längeren Nachdenkens uber 


die Parallelen. Ich habe die Unterſuchung ſeitdem fortgeſetzt, Mi; 


finde aber an meinen damaligen Bemerkungen, in der Haupt⸗ 


flache Nichts zu aͤndern. Ich bin noch jetzt überzeugt, daß die 


5 Parallelen⸗Theorie, ohne einen ſchicklichen Uebergang von un⸗ 


begrenzten zu begrenzten Raͤumen nicht begruͤndet werden kann. 


Schon die Erfahrung beſtaͤtigt, daß der Beweis bei den Pa⸗ 
rallelen, durch begrenzte Raͤume allein, auf die Weiſe, wie Ew 
elides alle übrigen Saͤtze der Geometrie demonſtrirt hat, 
nicht moͤglich ſey, denn die unzaͤhligen Verſuche eines ſolchen 
Beweiſes ſind allemal wieder geſcheitert. Auch laͤßt ſich wohl 
annehmen, daß, wenn der Beweis moglich wäre, Euclid 
ihn ſelbſt gefunden haben wuͤrde, weil Niemand mit ſeiner 
Geometrie ſo vertraut ſeyn konnte, als er ſelbſt. Euclid hat 
aber wahrſcheinlich, im Gegentheil, ſehr klar die Unmoͤglichkeit 
dieſes Beweiſes durch geſchloſſene Figuren, eingeſehen, und alſo 
aus Gründen, den Satz von den . c zum Grund ⸗ 
ſaß gemacht. i 
In der That laͤßt ſich deutlich Felgen! warum man mit 


geſchioſſenen Figuren allein nicht ausreicht. Die Parallezen? 
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% ueber bie Paralteion.Theorien „ 
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find. Nach dem andern Satze find die innern Winkel, welche 
zwei gerade Linien, wenn ſie parallel ſind, oder ſich nirgend 


ſchneiden, mit einer dritten machen, zuſammen gleich zwei rech⸗ 
ten. Der erſte Satz kann durch geſchloſſene Figuren bewieſen 
werden, denn er beruht auf den Satz, daß die inneren Winkel, 
welche zwei ſich ſchneidende gerade Linien mit einer dritten ma⸗ 


chen, kleiner als zwei Rechte ſind, welcher Satz bei Euclid 


der ſechzehnte im erften Buche iſt. Waͤren nämlich die geras 


ind zwei e Linien Ar ee ble, fe e 1 
N de ſobald die inneren Winkel, die ſie mit einer dritte „ 
nach einer Seite hin, machen, zuſammen gleich zwei rechten iv 


den Linien, welche mit einer dritten gleiche Winkel machen, 


buch ae, fo. ſchnitten fie ſich. Dann aber machten fie 
nach dem 16 ten Satz im rten Buch des Euclides mit der 


dritten ungleiche Winkel; gegen die Vorausſetzung. Der zweite 
Satz hingegen kann nicht durch geſchloſſene Figuren bewieſen 


werden, fondern beruht auf dem berühmten eilften Axiom, 
nach welchem ſich zwei Linien nothwendig ſchneiden, wenn 
die inneren Winkel, welche ſie mit einer dritten machen, klei 
ner als zwei rechte ſind, denn aus dieſem Axiom folgt, daß, 
wenn die inneren Winkel, welche zwei Parallelen mit einer 
dritten geraden Linie machen, nicht gleich zwei rechten, ſondern 
kleiner wären, daß dann die Linien ſich ſchneiden würden, ges 


gen die Vorausſetzung. Die Moglichkeit des Beweiſes durch 
geſchloſſene Figuren im erſten, und die Unmoͤglichkeit im zweiten 
Falle laͤßt ſich nun, wie folgt, einſehen. Iſt naͤmlich gegeben, 


daß die inneren Winkel zweier geraden Linien mit einer dritten, 


zuſammen gleich zwei rechten find, fo entſteht, ſobald man leug⸗ 


net, daß dieſe beide Linien parallel laufen, allemal eine ge⸗ 


ſchloſſene Figur, von welcher bewieſen wird, daß ſie die 


Vorausſetzung nicht erfüllt, daß fie alſo nicht moͤglich iſt, 
und daß der unbegrenzte Parallelraum wirklich Statt findet. 


Das Unbegraͤnzte iſt hier noch nicht gegeben, ſondern feine 


Exiſtenz wird erſt durch gegebenes Begrenzte gefunden. Ge⸗ 


ſchloſſen wird vom Unbegrenzten nichts. Iſt hingegen gegeben, 
1 daß zwei Linien parallel ſind, fo iſt das Unbegrenzte im Vor⸗ 


0 


1 ten, außer denen vom Begrenzten, hat. Aus dieſem Grunde, 
5 glaube ich, iſt es nicht moͤglich, auf euclidiſchem Wege oder 


durch begrenzte Figuren allein, das euclidifche eilfte Axiom zu } 


beweiſen. Saͤtze vom Unbegrenzten, oder wenigſtens ſolche, die 
den Uebergang vom Unbegrenzten zum Begrenzten machen, 


ſcheinen daher unumgaͤnglich nöthig, und zu ſolchen Satzen 


ans ts keen data 1ſt Wise f Ge 8 
ts gefchloffen werden, als man nicht Satze vom Unbegren⸗ 


ſcheinen mir diejenigen von Winkel⸗ und Parallelraͤumen, wie = 


ich fie in der oben erwähnten kleinen Schrift vorgetragen habe, 
am geſchickteſten. Wenigſtens muͤſſen fie fo lange für die be⸗ 
ſten gelten, bis ein beſſerer Uebergang gefunden iſt, weil es an 
Beweiſen ganz fehlt, ſobald man ſie verwirft. Ich meines 


theils halte aber die Gruͤnde, aus welchen man ſie etwa ver 


werfen konnte, nicht "für zureichend, ſondern nur für ſcheinbar. 


Die Saͤtze haben allerdings eine lange Gewohnheit gegen ſi ich. 


Allein die Gewohnheit iſt nicht entſcheidend, weil ſich ſchon oͤf⸗ 
ter gefunden hat, daß, was geraume Zeit und einftimmig fuͤr 
wahr gehalten worden, am Ende dennoch falſch, oder was lange 


Zeit fuͤr unrichtig gehalten worden, dennoch wahr iſt. Ich 


darf uͤbrigens dieſe Saͤtze um ſo dreiſter, ohne Verdacht der 


Vorliebe, vertheidigen, da ich die Grund: Idee derſelben nicht 


ſelbſt gefunden, ſondern dieſe Idee nur anders zu entwickeln 


ur an 9 ig : 
In 390 ie Me 


Das Wichtigſte, was man gegen die Vorſtellungen von 
Winkel⸗ und Parallelraͤumen einwenden kann, iſt, daß ſie auf 
Widerſpruͤche und Ungereimtheiten zu führen ſcheinen. Allein 


ie man die e in das 1 ur fo rn up 
ot 


5 Es vn als wenn el. und vielleicht mehrere Gtometeß f £ 
gleichzeitig auf jene Grund ⸗Idee gekommen wären. ; Denn 
außer Bertrand trägt auch der Hofprediger Schulz zu Köͤ⸗ 
nigsberg in Preußen dieſelte vor. In feinen Anfangsgründen 


der reinen Mathematik, Königsberg bel Hartung 1790, erzaͤhlt 


derſelbe auf der 28aflen Seite, daß er dieſe Parallelen⸗Theorle lim 
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Jahre 1780 gefunden habe. Bertrand' s e des — 


mathematiques if zu Genf 1778 1 8 
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Se, die Weweiſt der Sb ** e Di 


. Raum zwiſchen ſeinen Schenkeln definirt, ungereimt, daß 
der Winkelraum ABE dem Winkelraume CD E gleich ſoll ſeyn 
konnen. da er doch um den Streifen AB DC größer iſt: . 
dieſe Schwierigkeit iſt offenbar nur ſcheinbar, denn der Winkel 
CDE und: der Parallelſtreifen ABD C find. unge 
Großen. welche gar nicht zu einander addirt werden kon nen, 
ſo wenig, wie Pfunde zu Thalern. Der Winkelraum AB Eüiſt 


keinesweges um, irgend etwas ſeiner Art, naͤmlich um kei⸗ 


. von CDE verſchieden, alſo iſt es auch ſehr; 
wohl möglich, daß der Winkel AB E dem Winkel CDE gleich 
iſt. Die ſcheinbare Schwierigkeit iſt bald gehoben, wenn man 
nur erſt die Erklaͤrung des Winkels berichtigt. Der Win⸗ 


kelraum iſt nämlich ein, durch zwei ſich ſchneidende 


gerade Linien vom ganzen, um den Durchſchnitts⸗ 
punkt liegenden Ebenen Raum, abgeſonderter 
Theil dieſes Raums. Dieſe Erklaͤrung iſt ausſchließend 
und folglich erſchöpfend, denn keine andere, aus geraden Linſen 
ge bild dete Figur iſt ein Theil des ganzen E Ebenen⸗ Raums. Daß 
namlich begraͤnzte Figuren kein Theil des ganzen Ebenen⸗Raums 


ſind, iſt an ſich ſelbſt klar, weil man ſo viele begrenzte Figu⸗ 
ren als man will, an einander ſetzen kann, ohne jemals den 

ganzen Ebenen ⸗Raum auszufuͤllen, Theil einer Groͤße aber 
1 nur das iſt, durch deſſen Vervielfaͤltigung die Groͤße hervorge⸗ 


bracht werden kann. Von Parallelſtreifen kann die naͤmliche 


Behauptung, wenn man will, bewieſen werden. (Figur 2.) 
Denn ſetzt man zwei Parallelſtreifen ABCD und C DEF an 
einander, ſo muß nothwendig wieder ein Parallelſtreifen ent? 
ſtehen, weil die Linie AB die EF nicht ſchneiden kann, ohne 7 
von einer Seite der Linie CD nach der andern zu kommen, 


und folglich nicht ohne D zu ſchnelden; gegen die Voraus⸗ 


eg. Folglich entſteht, ſo viel Parallelſtreifen man auch an 
Linander ſetzt, immer nur wieder ein Paralelſtreifen, und der 
W 5 8 


; ER f 55 \ 


eſondere fol hier naͤher auseinander geſetzt werden. PN hr Mr 
2 (Fig. 1.) Es ſcheint z. B. wenn man den Winkel durch | 


Ebenen⸗Raum ausgefüllt; beni iſt u ken 
elſtrei keen 9 55 des ganzen Ebenen Raume, aus dem⸗ 


fen Grunde, wie bei der begrenzten Figur. Der Bewels, 


daß keine andere Figur als der Winkel, ein Theil des ganzen 
Ebenen Raums ſeyn kann, iſt aber fuͤr die Ausſchlicßlicheir der 


Be obige en Erklärung des Winkels nicht einmal n rörhig. Sobald 


man naͤmlich vorausſetzt oder poſtulirt, daß die Winkel ABE 
und CDE (Fig. 1.) an zwei verſchiedenen Orten im Raum 


ſollen gleich ſeyn konnen, fo folgt daraus, daß 3. B' der 
Parallelſtreifen AB C kein Theil des ganzen Ebenen: „Raums 
ſeyn koͤnne, wie es der Winkel iſt, und daß alſo der Parallel- 
ſtreifen ABCD und die Winkel ABE und CDE ungleſchar, 


tige Größen ſind, weil ſonſt nimmer die Winkel ABE und 


CDE gleich ſeyn könnten. Wäre uͤbrigens der Einwand, 
daß die Gleichheit der Winkel wegen des, dem einen fehlenden 
Parallelſtreifens unbegreiflich ſey, reell, ſo würde er auch eben 
fo wenig durch die euclidiſche Erklarung des Winkels gehoben; 


ſondern der Winkel blos für die Neigung zweier geraden A. 


nien erklaͤrt, ſo iſt es doch einmal gewiß, daß zwiſchen den bei⸗ 


den Schenkeln des Winkels irgend ein Theil des ganzen Rau⸗ 
mes der Ebene liegt. Unterſucht man nun die Natur dieſer 
von dem ganzen Ebenen Raum abgeſonderten Raͤume nicht 
naher, ſo wird eben aus der ſcheinbaren Schwierigkeit eine 
wirküche, weil es ohne die Ungleichartigkeit des Parallel: und 
Winkelraumss zu beachten wirklich unbegreiflich it wie der 


um den Parallelraum A BDO von dem Winkel en veiſcle⸗ 5 


dene Winkel ABE jenem gleich ſeyn kann. * a 
Der weſentliche Vortheil vom Gebrauch des Raum Be, 
griffs bei der Erklarung des Winkels beſteht darin, daß der 


Winkel dadurch ein abſolutes und unterſcheldendes Maaß er⸗ 


haͤlt, welches ohne den Begriff des Raums fehlt, gleichwohl 
aber, fo lange die Figuren nicht geſchloſſen ſind, und alſo zum 
nothwendigen Maaß der Winkel noch nicht die Seiten oder Dia, 
gonalen der Figur dienen koͤnnen, zur Begründung der Pärals 


lelens Theorie unentbehrlich iſt. Es ſcheint mir gewiß, daß in 


denn, wird auch wirklich bei der euclidiſchen Winkel Erklaͤrung, 
des Raums zwiſchen den Schenkeln eines Winkels nicht gedacht, 5 


* 0 


| dem Mangel ı eines, bfi Mager d. der Win 
lichkeit der Begründung der Paraden - Thron durch euelidi⸗ 
a ſche Satze liegt; nur muß das Maaß richtig verſtanden und 
angewendet werden. Man darf die hier e, , 5 
N artigkeit der Raͤume, welche bei geſchloſſenen Figuren nicht oa 
getroffen wird, keinesweges uͤberſehen. Das Maaß des, Win, 
kels iſt der Raum zwiſchen feinen, Schenkeln, und dieſer iſt ein 
Theil des unbegrenzten Ebenen: Raums. Alles e 
was nicht ebenfalls ein Theil des unbegrenzten 
Ebenen⸗Raums iſt, aͤndert an dem Maaß e des 
5 Winkels nichts. Alſo iſt die Summe mehrerer Winkel, ‚Nie 
mögen. einen gemeinſchaftlichen Schenkel haben oder nicht, alles 
mal dem ganzen Raume, deſſen Winkelgroͤße, in vier gleiche 
Theile getheilt, den rechten Winkel giebt, alſo vier rechten 
Winkeln gleich, der Raum, den die Summe der Winkel be⸗ 
deckt, mag um fo. viel Parallelraͤume oder begrenzte Figuren, 
als man will, vom ganzen Raum verſchieden zu ſeyn ſchei⸗ 
nen, wenn nur der Unter ſchied keinen Winkel⸗ 
raum beträgt, denn Parallelraͤume und begrenzte Raͤume 
ſind, wie ſchon erinnert, gar nicht Theile des ganzen ebenen 
Raumes, und koͤnnen alſo auch, als ungleichartige Groͤ⸗ 
ßen, gar nicht mit Winkeln verglichen oder zu ihnen hinzuge⸗ 
5 oder davon hinweggenommen werden, ungefaͤhr, vergleichs⸗ 
weiſe, eben fo wenig, wie Punkte und Linien, zu Flachen und 
‚Körpern. addirt, oder, davon hinweggenommen werden koͤnnen. 
So wenig wie die; Größe einer Figur ſich ändert, es mögen ſo 
viele Linien hindurchgezogen „oder ſo viele Punkte hineingeſetzt 
werden, als man will; fo wenig andert ſich der Winkelraum 
durch die Anwesenheit von ene oder geſchloſſenen 
* Figuren. 8 555 155. 
Hierbei iſt e zu 1 ai daß der Vergleich 
a etwa ſo zu verſtehen it, als wären Parallelraͤume und 
begrenzte Figuren unen dlich klein gegen den Winkelraum, 
a und koͤnnten alſo ihrer Kleinheit wegen weggelaſſen werden. 
Unendlich „Kleines iſt das Reſultat der Theilung ohne Ende, 
und A an u ch felt gleigartig,. ‚mit der Kloten aus Ne 
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are ingeger ae begrenzte N 
Kr oͤn Wir nfelraume eben fo wenig wie Linien 
| und Dune aus, Flächen oder Koͤrpern durch Theilung entſtes 
hen, und haben alſo auch auf den Winkelraum gar keine Be⸗ b 


Anhung. Sie und Winkelraͤume ſind völlig: wee Ge 


ßen, uẽngefübr wie Pfund und Thaler. | 

bir Die Ungleichartigkeit zeigt ſich vielleicht an dolhenbem Bei⸗ 
fpiele noch deutlicher. Die vier Winkel EAG, EAI, GAL und 
1A L naͤmlich, die den ganzen Ebenen: Raum genau ausfüllen, 
ſollen einander gleich, alſo rechte ſeyn. Nun mache man den 


Winkel FBI = EA und den Winkel HCL = GAL, ſo iſt 


HC mit GA und FB, oder verlängert, EB M mit EL parallel. 
Man mache ferner den Winkel K DM dem Winkel FBI aleich, 
| ſo iſt auch D K mit Bl parallel, und die vier Winkel EAG 
FBI, KDM und HCL find ebenfalls vier rechte Winkel, und 
folglich den 4 Winkeln EAG, EAI, GAL und IA L. vollkom- 
men gleich. Gleichwohl laſſen ſie vom ganzen Ebenen⸗Raum 
f die Parallel⸗ „Raͤume EF LM, GAH C und BIDK übrig. Dar⸗ 
aus folgt, daß diefe Parallelräume und die Winkel nothwen⸗ 
dig ungleichartige Groͤßen ſeyn muͤſſen, weil ſonſt die Gleich⸗ 
heit, die doch wirklich. Statt findet, ganz unmoglich waͤre. 
(Fig 4.) Die Ungleichartigfeit begrenzter Räume und 
Winkelraͤume faͤllt nicht minder in die Augen. Man ſchneide 
z. B. von dem Winkelraum BAC einen beliebigen begrenzten 
Raum ADE ab, ſo wird dadurch offenbar die Neigung der 
Linie BA und CA nicht im geringſten veraͤndert, folglich hat 
der abgeſchnittene begrenzte Raum auf die Größe des Winkel- 
raums, der das Maaß der Neigung der Linien BA und CA 
iſt, nicht den geringſten Einfluß. Winkel ſind alſo, um es zu 
wiederholen, nur um Winkel von einander verſchieden, alſo 
Winkelraͤume nur um Winkelraͤume, und um keine andes 
ren Raͤume. Winkelraͤume bleiben dieſelben, es mögen ſo viel 
Parallel- oder begrenzte Raͤume zu ihnen hinzukommen, oder 
an ihnen fehlen, als man will, und Winkel, deren Räume nur 
um Parallel⸗ und begrenzte Raͤume, aber um keinen An 
raum ae find, find einander vollkommen gleich. 
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fo iſt die Begründung der Ban. „Theorie ungemein 1 ht. N 
Fig. 5) Verlaͤngert man namlich die drei Seiten eines belle 

N bigen Dreiecks ABC, ſo ſind die Scheitelwinkel D AE und GAL 2 
FBO und EB H, HCI und DO gleich. Alle ſechs Winkel 
aber fuͤllen den ganzen Ebenen Raum aus, ohne daß ſie irgend : 


einen Winkelraum davon übrig ließen, alſo iſt ihre Summe f 


gleich vier rechten Winkeln, und folglich die Summe der drei 


Winkel CAB, ABC und BCA des Dreiecks ABC gleich zwei 


rechten Winkeln. Zwar bedecken die ſechs Winkel, außer dem 
ganzen Ebenen Raum, noch zweimal den Raum des Dreiecks, 
allein durch dieſen begrenzten Raum wird die Flaͤche um keis 


nen Winkelraum vergrößert, folglich iſt die Summe der drei 
Dreiecks Winkel von zwei rechten durchaus um keinen Wim 
kel verſchieden, worauf es allein ankommt, und wonach allein 
gefragt wird, denn man frägt nicht: wie groß iſt das Dreieck 
ſelbſt? oder wie groß find Parallelraͤume, die etwa in ſeinen 


Winkeln liegen? ſondern wie groß ſind die Winkel des Drei⸗ 


ecks ? Rund dieſe 0 nur am PURE He) allein 


een | 
Auch auf folgende Art ae man den Zr von den bed 
Bunte des Dreiecks beweiſen. * 


(Fig. 6.) Man mache naͤmlich, ad 94 Seiten des 
Dreiecks verlängert worden, die Winkel EA K = EB H, LB 


N = DCF und MOF S GAL fo find AK mit GH, LR mit 


AD und CM mit GB parallel. Alſo find K AC H DABL und 
GBOM Parallelraͤume. Die Summe der drei Winkel DAR, 
865 HCM lat alſo vom ganzen Ebenens Raum nur die fo 


* 


eben genannten Parallelraͤume, aber keinen Winkelr aum 
N übrig, alſo beträgt, fie fo viel als vier rechte. Folglich betraͤgt die 1 


| ‚Pen, DAK, LBG und HCM zweimal vorkommt, zwei rechte. 


N Der Satz von den Dreleckswinkeln enthalt nun die Pa⸗ 
. bite einſchließlich. Denn wenn MCI = GA ge⸗ 


Summe der drei Dreiecks winkel, deren jeder in den drei Wins 5 


macht worden, ſo iſt MC mit A G parallel, well u und - 


. SAN 2 \ x 
— 7 ** 5 ? u 2 \ z 
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re BG; 55 glele N Wi wi, 15 eee | 
maaßen aber iſt auch 341 Mi BCA 25 ABC gleich zwei rech⸗ 
ten Winkeln; alſo it. MC1 ＋BOCM lee BCA=GAI + ABC 
+ BOA, folglich, weil MCI=6Al: gemacht worden, BCM 
"ABC, oder weil BCM = NOCH iſt, NCH = ABC, 
Die Linie NCM war aber mit AB G parallel, alſo ſind die 
Winkel NCH und AB H, welche zwei Parallelen NC und EB 
mit der geraden Linte BH machen, einander gleich, welches un⸗ 
n die Behauptung des eilften euclidiſchen Axioms, daß . 
zwei gerade Linien ſich ſchneiden, wenn die inneren Winkel 
kleiner als zwei rechte find, beweiſet; denn ſchnitten ſich ſolche 
Linien nicht, ſo waͤren die Winkel, wie ſo eben gefunden, nicht 


ungleich, Rabe: nac; a die Brain 
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So laͤßt fü ch die Parallelen „Abesrie luicht 3 und, Wie 10 66 
ſtbeint, mit der größten: Strenge begründen. Ich meinestheils 
bin nicht im Stande, einen guͤltigen Einwand gegen den 
Beweis, oder eine Ungereimtheit darin zu entdecken. Alles 
kommt darauf an, daß die Möglichkeit: zweier gleichen Winkel 
ABE und CDE Fig. 1.) mit einem gemeinſchaftlichen Schen⸗ 


kel und verſchiedenen Scheitelpunkten zugegeben wirdz denn 


daraus folgt; unmittelbar, daß der Parallelraum AB CD und 
der Winkel ODE ungleichartige Größen ſeyn müſſen, weil 
der erſte an dem zweiten nichts ae und dann weiter, wie 
ra das Uebrige ige 
Die Möglichkeit rien lich ee Winkel aber 
eee leugnen. Uebrigens hat man, wenn man die 
Natur des Parallelraums und Winkels gerade zu unterſucht, 
ſtatt ſie mit Stillſchweigen zu uͤbergehen, nicht allein den Vor⸗ 
theil, daß man einen einfachen Beweis der Parallelen Theorie 
erhalt, ſondern man hebt auch, wie oben bemerkt, die wirkliche 
Anbegreiflichkeit der Verhaͤltniſſe der Winkel zu Parallelraͤumen⸗ 
welche dann wirklich Statt findet, wenn man den Winkel bloß 
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diet dau iſt. e n 
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N gung Abele dun , was ateten m 


Was bei den gegenwartigen unter über u 
renden, auch in meiner oben erwaͤhnten kleinen Schrift noch | 
nicht vorkommt, iſt die Bemerkung, daß begrenzte Räume, ‚Par 
rallel Räume und Winkel⸗Raͤume ungleichartige Größen 
ud, die gar nicht mit einander verglichen werden koͤnnen, 
und die Folgerung dieſes n, aus der faeinbarn 
Ungleichheit gleicher Winkel. ö RER 
Man gewinnt allerdings wenig oder RN wenn man 
wie Bertrand und Schulz das Unendlich + Kleine zu 
Huͤlfe nimmt, denn von dem Unendlich-Großen und Kleinen 


weiß man, weil ſolche gar keine Größen mehr find, fo wenig, _ 


daß Alles, was ſich darüber fagen läßt, auf nicht viel mehr 
als Worte hinausläuft. Man ſchadet vielmehr der geometri⸗ 
ſchen Evidenz, denn man ſetzt an die Stelle eines, wenn auch 


unbewieſenen, ſo doch offenen und natuͤrlichen Grundſatzes, das 


Unbegreifliche, und macht mißliche Schluſt or ee was 


en ift, auf wirkliche Groͤßen. 


Die Lehre von der ungleichortigkeit Port Größen ii in der 
Ku ſehr wichtig, und kann noch in vielen anderen Fällen 
nützlich ſeyn. Auch iſt fie wegen ihrer Einfachheit ganz fuͤr 
Elemente geeignet, denn nichts iſt einfacher, als die Erklaͤrung 
ungleichartiger Größen. Sie ſind ſolche, die nicht durch Ver⸗ 
mehrung oder Verminderung muß einander entſtehen koͤnnen, 
wie Punkte, Linien, Flaͤchen, Körper. Daraus folgt dann wei⸗ 
ter, daß Größen, die nicht gleichartig ſind, gar nicht zu einan⸗ N 
der addirt oder von einander ſubtrahirt werden koͤnnen, und 


folglich auf einander, in geometriſcher Ruͤckſicht, gar keinen Eine 


fluß haben; desgleichen, daß jede Groͤße nur durch gleichartige 0 
Großen gemeſſen und nur durch ſolche geſchaͤtzt werden kann, 

und daß es bei dem Meſſen der Groͤßen auf ungleichartige 
Groͤßen, die etwa mitzuwirken ſcheinen, gar nicht ankommt, 
weil von ihnen gar nicht die Rede if. Die Lehre von 
der Ungleichartigkeit der Figuren ſollte alſo, wie es ſcheint, 
N im Anh der Geometrie vorgetragen wrepene 57005 
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dene z. B. bewiesen werden fell, daß En ch Rechtecke von 
gleiten Höhe wie die zugehörigen Grundlinien, oder Paraller 
llepipeden von gleichen Grundflaͤchen wie die zugehörigen Hoͤhen 
verhalten, das heißt, daß Rechtecke von gleichen Hoͤhen und 
die zugehoͤrigen Grundlinien, oder Parallelepipeden und die 
zugehorigen Grundflächen, Gleich vielfache ſind, worin die 
beiden Hauptſaͤtze der Lehre vom Inhalt der Figuren in der 
Ebene und im Raume beſtehen; oder wenn bewieſen werden 
ſoll, daß die von Parallelen abgeſchnittenen Theile der Schen⸗ 
kel eines Winkels Gleichvielfache ſind, welches der Hauptſatz 
der Lehre von der Aehnlichkeit iſt; oder daß Kreisbogen und 
die zugehoͤrigen Winkel am Mittelpunkt Gleichvielfache ſind u. 
ſ. w., fo theilt man gewoͤhnlich die eine der zu vergleichenden 
Groͤßen in ſo viel Theile, daß der Theil grade in die andere 
Größe aufgeht. Dadurch entſtehen gleiche Figuren, und f 
die Satze folgen unmittelbar. Allein es kann kommen, daß 
kein Theil in beiden Größen zug leich aufgeht, oder daß die 
Größen kein gemeinſchaftliches Maaß haben „ oder vielmehr, 
daß kein gemeinſchaftliches Maaß angebbar iſt, oder daß 
die Größen incommenſurabel find. Alsdann boͤrt der 
Beweis auf und es muß erſt beſonders bewieſen werden, daß, 
was fuͤr den Fall der Commenſurabilitaͤt gilt, auch auf den 
Fall der Incommenſurabilitaͤt paſſet. Bekanntlich geſchieht 
dies auf indirectem Wege, auf die Weiſe, daß man zeigt, es 
ſehy unmoͤglich, daß die vierte zu vergleichende Größe, größer 
oder kleiner ſey, als dasjenige Vielfache von der dritten, wel⸗ 
ches die zweite von der erſten iſt. Allein es iſt beſchwerlich, 
denſelben Beweis für jeden der nicht wenigen Faͤlle, in wel⸗ 
chen er vorkommt, zu wiederholen und den jedesmaligen eigens 
thuͤmlichen Umſtaͤnden anzupaſſen. Deshalb ſcheint es gut, 
wenn man allgemein beweiſet, daß was unter der Bedin— 
ung d der Zuſammengehoͤrigkeit der b Geigen, im Fall hen Com⸗ 


\ u geieige FERN auch für sa om 
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1. tete Grtiseung. Groͤßen ſind re, N 
wenn fi e aus einander durch Vermehrung oder Verminderung 
entſtehen koͤnnen. Sie ſind ungleichartig, wenn dieſes 
nicht moͤglich iſt. 3. B. zwei Linien, zwei Flächen, zwei Köoͤr⸗ 
per u. ſ. w. ſind gleichartige Größen Eine Linie und eine 
Flaͤche, eine Fläche und ein Korper u. = w. ver a: 
en i OR 
Rn Zweite ebenes W | | 
2 vollftändige Begriff einer Größe wurd ee durch 
ame ale Einheit willkuͤhrlich angenommene Groͤße derſelben 
Ark, und durch eine Zahl, welche ausdruͤckt, wieviel ſolcher 
Einheiten die zu beſtimmende Größe enthält. - Die Zahl kann 
angebbar oder nicht angebbar ſeyn. Im erſten Falle heißt fie 
rational, im andern irrational. Die zu beſtimmende 
Größe aber heißt im erſten Fall, commenfurabel mit der 
Cinhelt, im anderen, incommenſurabel. Rationale Zah⸗ 
len find entweder ganze Zahlen oder Brüche. Bruͤche können 
auch als ganze beſtimmte Zaͤhlen betrachtet werden ‚ nämlich 
5 als Zählen von anderen beſtimmten Einheiten, die ſo oft in 
der gewählten Einheit enthalten fi nd, als der Nenner des 
Bruchs abſolute Einheiten enthaͤlt. Da die Exiſtenz einer 
“ roͤße nicht von ihrem Ausdruck “abhängt, fo muß nothwendig 
"Weihe eine Zahl exiſtiren, welche ein beliebiges Vielfache der 
Einheit ausdrückt. Dieſer Zahl geht alſo, wenn ſie auch nicht 
angebbar iſt, deshalb nichts von ihren übrigen Eigenſchaften 
ab. Folglich kann jede Groͤße ganz allgemein als ein Vielfa⸗ 
ches einer beliebigen anderen Groͤße ihrer Art betrachtet wer, 
den Die Zahl des Vielfachen ift entweder eine ganze Zahl 
oder ein Bruch, oder terational, das 1 ee oder 3 
nn. ah 2 
III. Dritte Erklärung. "Ungtöthatige Größen fetten f 
ufammengehörig oder m ein ander gehöeeg heißen, N 


* 


; daß imn 1 bebe, est 
e e die eine zi nt, wenn die an⸗ 


und umgekehrt. So verhält es ſich zu B. mit 


zn Facen von Rechtecken und den Grundlinien diefer Recht/ 
5 ecke, mit den Winkeln am Mittelpunkt eines Kreiſes und den 
zwiſchen ihren Schenkeln liegenden. Bogen Dieſe Größen 


f a find zuſammengehdrige Gizt en 


* 


IV. Lehrſatz. Wenn von zwei ungleichartigen, aber zu- 
er Größen a und A bewieſen werden kann, daß, 


ſobald die eine a in ihr m faches ma uͤbergeht, aus der andern 
A das naͤmliche m fache mA entſteht, und zwar für jede möge 


liche, jedoch angebbare Zahl m, ſo findet das naͤmliche auch 
fuͤr jede nicht angebbare Zahl, 105 ganz allgemein, für 5 
mogliche Zahl Statt. 

Beweis. Ginge, im Fall m irrational iſt, ve in 


0 m A über, wenn a in ma übergeht, fo ginge A in eine größere 


oder kleinere Groͤße als mA über, z. B. in die größere (mige) 


A, mo e irgend eine angebbare oder nichtangebbare Zahl be⸗ 
deutet. Es laſſen ſich aber Zahlen ſo nahe bei einander als 
man will annehmen, alſo zwei Zahlen p und q, deren Un⸗ 


ur 


terſchied kleiner iſt als e, was auch e ſeyn mag. Nun koͤn⸗ 


nen zwiſchen zwei gegebenen Zahlen wie p und g nicht zwel 
andere zugleich liegen, deren Unterſchied groͤßer iſt als der Un⸗ 


terſch von p und 4, alſo laſſen ſich zwei Zahlen p und q an⸗ 


geben, zwiſchen welchen nicht die beiden angebbaren oder 


nicht angebbaren Zahlen m und m Ce zugleich liegen kön 


nen. Iſt alſo p kleiner als m, und q größer als my fo liege | 
q nothwendig ziwiſchen m und m “Fe, alſo iſt ꝗ A großer als 
mA und e Me I + e) A, e if 4 größer 
aN mA. 4 
Nun e man an, a 992 in q a über, fo wird noth⸗ 
wendig, weil q eine angebbare Zahl iſt, A in q A uͤbergehen, 
denn dieſe Eigenſchaft iſt, der Vorausſetzung nach, fuͤr alle 
moͤgliche angebbaren Zahlen bewieſen worden. Sollte nun 
ferner q a in ma übergehen, ſo müßte q A in (m e) A 
übergehen, weil angenommenermaaßen (me) A aus A wird, 
1 ma aus a wurde. ma aber iſt kleiner als ꝗ a und 


1 4 
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i ma abnehmen, währen (ga bis zu (m ＋e 


Bindegen mi e) A este d. d, alſo 


Dieſes iſt der Eigenſchaft Aufammengeböriger Größen, 
dergleichen a und A ſeyn ſollen, entgegen. Alſo iſt es nicht 
möglich, daß A in etwas größeres als mA übergeht, während 


a in ma übergeht. Auf dieſelbe Art wird bewieſen, daß A 


in keine kleinere Groͤße als mA übergehen kann, während a 
in ma übergeht. Alſo muß nothwendig A in mA übergehen, 


während a in ma übergeht, auch im Fall m irrational iſt. 


Folglich gilt, was für zuſammengehoͤrige commenſurable 
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Nachdem auf dieſe Weiſe der Satz allgemein bewieſen 
worden, erſpart man die Wiederholung des Beweiſes in jedem 
einzelnen Falle, wo er vorkömmt. Ich habe den obigen all⸗ 


Größen. bewieſen worden, auch ohne Ausnahme für auſammen, PR 


gehörige e e Größen. | 
nne 
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gemeinen Beweis bei meiner Ueberſetzung der Geometrie von 
Legendre in eine Anmerkung aufgenommen, hier aber noch 
etwas deutlicher und beſtimmter auszudrucken geſucht. 

Es iſt zu erinnern, daß hier nicht etwa das Unendlich⸗ 


Kleine als Größe behandelt wird. Es wird bewieſen, daß 


man die oben mit e bezeichnete Abweichung von der Größe 


Abweichung Statt findet. Will man das e, welches bewieſe⸗ 


nermaaßen kleiner ſeyn muß, als jede moͤgliche Groͤße, unend⸗ 


lich⸗klein nennen, ſo bezeichnet man immer nur das Nicht ⸗ 
Exiſtirende, und die Ausdruͤcke: „zwei Größen ‚find gleich“ 


und „zwei Größen find um Unendlichkleines verſchieden“ 
haben ganz einerlei Sinn, denn der zweite Ausdruck heißt 
richtiger: die Großen find um keine exiſtirende Größe ver⸗ 


ſchieden, oder kürzer 3 find nicht verſchieden. | 
Bon, einer Vergleichung eines Unendlichkleinen mit e 


andern, oder einer nicht exiſtirenden Groͤße mit der andern 


# ar 
III. 


m gar nicht ſo klein annehmen koͤnne als noͤthig iſt, damit ſie 
mioͤglicherweiſe exiſtire. Daraus folgt, daß gar keine ſolche 


en vo eee den Kreis und 9 
tr den er betreffengez, Äh | 
„ 4 Vom Kreiſe. l ro ls ip 
4 e 209. „ e 
Unter Fe vom Kreiſe“ verſtehe ic ſolche, die ſich 
wirklich auf die, die Kreis flaͤche begrenzende krumme Linie be⸗ 
ziehen. Zuweilen rechnet man auch Saͤtze dazu, bei welchen 
der Kreis nur eine willkuͤhrliche Hüͤlfsfigur iſt, aber ſolche 
Satze handeln nicht eigentlich vom Kreiſe. So z. B. iſt der 1 
Kreis bei allen Satzen von der Centricität der Figuren, 
daß heißt bei den Sätzen von den Mittelpunkten gradliniger 5 
Figuren, oder bei der Lehre von den Punkten, die von den 
Ecken oder Seiten einer Figur gleich weit entfernt find, nur 
eine willkührliche Huͤlfsfigur, weil es dabei nicht ſowohl auf 
die Gleichheit der Entfernung aller Punkte einer ſtetigen 
Linie, wie der Kreisumfang iſt, ſondern nur auf die Entfer⸗ 
nung einer gewiſſen Zahl einzelner Punkte von einem und 
demſelben Punkte ankommt. Auch der Satz, daß der Winkel 
am Mittelpunkt doppelt ſo groß iſt, als der Winkel am Um⸗ \ 
fange, bedarf des Kreiſes nicht, denn dieſer Satz iſt kein ans 
derer, als, daß in jedem Dreieck der, einer beliebigen Seite, 
gegenüberliegende Winkel, halb fo groß ift als der, der naͤmlichen 
Seite gegenüberliegende Winkel am Mittelpunkt der Ecken des Drei⸗ 
ecks. Alle dieſe Sätze handeln nicht vom Kreiſe ſelbſt, ſondern 
von gradlinigen Figuren, für welche Kreis: Umfaͤnge beſchrieben 
werden koͤnnen, aber nicht nothwendigerweiſe beſchrieben 
werden muͤſſen. Saͤtze vom Kreiſe ſind diejenigen, von der 
Beruͤhrung, vom Umfange und dem Inhalte des Kreiſes, von | 
Vergleichung der Winkel am Mittelpunkt durch die zugehörigen 
Kreisbogen u. f. w. Das hier Folgende betrifft die Saͤtze vom 
Umfange und Inhalt des Kreiſes, nämlich daß ſich die Um: 
faͤnge zweier Kreife wie die Durchmeſſer verhalten, und daß 
der Inhalt des Kreiſes dem Product des halben Umfangs. 
in den Halbmeſſer, oder dem Inhalt eines rechtwinklichen 
50 Dreiecks gleich iſt, dem been der Umfang 150 2.26 Sal ö 
meſſer ſind. A & 
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ben eines wire: weg; wenn man den Bee als ein re: 


gelmaͤßiges Vieleck von unendlich vielen Seiten betrachtet, das 5 


heißt, wenn man die Saͤtze vom regelmäßigen Vieleck, erh 
für Vielecke von unendlich vielen Seiten gelten läßt, und dann 


den Kreis fuͤr ein Vieleck von unendlich vielen Seiten erklaͤrt. 


Allein klar bewieſen werden auf dieſe Art die Saͤtze vom 
Kreiſe nicht, weil der Kreis keine geradlinige ſondern eine 
krummlinige Figur iſt, und das Verfahren, die Saͤtze vom vo 
gelmaͤßigen Vieleck auf Vielecke von unendlich vielen Seiten 
oder auf Figuren auszudehnen die nicht exiſtiren, und dann 
wiederum den Kreis fuͤr eine ſolche, nicht exiſtirende Figur zu 


erklaͤren, nicht allein willkührlich iſt, und folglich die darauf 
beruhenden Beweiſe eigentlich keine Beweiſe ſind, ſondern auch 


das Verfahren auf dunklen Wegen durch das Imaginaire oder 
nicht Exiſtirende hindurch geht, wo nur. Tauſcung, N nicht ue 
berzeugung anzutreffen zu ſeyn pflegt. 

Bei der Parallelen Theorie entſteht eine wirkliche Schwie 
rigkeit dann, wenn man die ungleichartigkeit der dabei 


vorkommenden Größen außer Acht läßt: hier iſt ein Fall wo 


fie zu entſtehen ſcheint, wenn man die Reſultate unendlicher 


Theilung als Groͤßen behandelt. Man geraͤth dadurch leicht, 


wenigſtens auf Ungenauigkeit. Meint man naͤmlich wirklich 


unendlich kleine Größen z. B. Vielecke mit unendlich vielen 


und unendlich kleinen Seiten, ſo laͤßt ſich von denſelben gar 


nichts behaupten, weil Vielecke von unendlich vielen Seiten 
erſt nach unendlicher Vervielfaͤltigung der Seitenzahl und alſo 


gar nicht gefunden werden konnen. Meint man aber wirk⸗ 
lich exiſtirende Vielecke, fo koͤnnen ſolche nicht Vielecke von uns 
endlich vielen Seiten genannt werden. Dann ſind es nur 


. Vielecke von ſehr vielen und ſehr kleinen Seiten. Aber dann 
fehlt der Beweis, daß der Unterſchied des Reſultats von dem 


fuͤr den Kreis geſuchten Reſultat auch nur ſehr klein iſt. 
3. B., wenn man den Umfang eines regelmaͤßigen Vielecks 


mit dem umfang des Kreiſes verwechſelt, um den Inhalt des 


letztern zu finden, fo verwechſelt man die Sezen oder Tan⸗ 


de ue le zwiſchen der Länge eines Bogens und der Lange 

Br feiner Sehne und Tangente nur ſehr klein iſt, ſo kommt doch 
dieſer unterſchied, wenn das Vieleck ſehr viele Seiten hat, 
vi ſehr oft vor, und es fehlt der Beweis, daß nicht ſehr viele 
ſehr kleine Unterſchiede einen bedeutenden Unterſchied aus⸗ 
machen. Man erhaͤlt alſo, wenn man ohne Weiteres die 
Satze von regelmäßigen Vlelecken 29 den Kreis ae nur 
„ nicht Beweiſe. ee | 1 00 


Genauer ion 11 es, wenn 940095 wird, daß A Kreis 
immer zwiſchen in: und umſchriebenen Vielecken liegt, deren 


Unterſchiede, ſowohl dem Inhalte als Umfange nach, kleiner 


ſeyn koͤnnen, als jede gegebene Groͤße, woraus ſich folgern 


| laͤßt, daß die Säge von den Vielecken auf den Kreis ausge 


dehnt werden duͤrfen. N 

Allein zu ſolchen Beweiſen iſt der Sat nöthig daß die 
grade Linie nicht allein der kuͤrzeſte Weg zwiſchen zwei Punk⸗ 
ten, ſondern ein Kreisbogen durch die naͤmlichen Punkte, laͤn⸗ 


ger iſt als die grade Linie. Dieſen Satz macht man, mit 
Archimedes, zum Grundſatz. Da aber derſelbe zu wenig einfach 


A, um durch ſich ſelbſt einzuleuchten, ſo gewinnt man durch 
den uͤbrigen, noch ſo ſehr in die Natur der. Sache eingehenden 
Beweis, wenig. Schon daß die grade Linie der kuͤrzeſte Weg 
von einem Punkt zum andern ſey, iſt durch ſich ſelbſt kaum 


klarer, als das eilfte euelidiſche Ariom von den Parallelen, ja 


der Satz iſt in ſich ſelbſt nicht einmal deutlich ausgeſprochen, 
weil der Begriff von „kuͤrzer“ und „laͤnger“ erſt aus dem Begriff 
der graden Linie, die das Maaß fuͤr die Laͤnge einer Linie iſt, 
entſteht. Wird nun gar der Grundſatz noch weiter ausgedehnt 
und behauptet, daß auch keine andere Linie zwiſchen den naͤm— 
lichen Endpunkten eben ſo lang ſeyn kann, als die grade, fons 
dern jede andere nothwendig länger ſey, o leuchtet dies a 
weniger ein. 
212. 

Daher ift von jeher der Beweis des Archimediſchen Grad,, 

faßes en “um ungefahr für eben fo nothwendig gehalten 
B 2 ‘ 
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rden, „ wie der Beweis des Euelidiſchen Arioms fir 
8 Moͤglich ſcheint der Beweis, wie die 
Be weiſe von Legendre und Bertrand zeigen. Indeſſen iſt das 
Verfahren bei Legendre etwas weitlaͤuftig, auch iſt hier und * 


da noch Einiges zweifelhaft und dunkel, z. B. wenn auf indi⸗ 


15 recten Wege geſetzt wird, daß, wenn das Product des halben f 
Umfanges in den Halbmeſſer eines Kreiſes nicht die Fläche 


deſſelben fey, fo drüde es die Flaͤche eines andern Kreiſes aus, 
wobei ſi ch zweifeln laͤßt, ob jenes Product überhaupt die Flaͤche 
eines Kreiſes ausdrücke; oder wenn man ſich den Ueber⸗ 
gang einer aus graden zuſammengeſetzten Linie in eine 
krumme vorſtellen fol, welches dunkel iſt u. ſ. w. Strenger 
und kuͤrzer kann man, glaube ich, auf folgende Weiſe ver⸗ 


| a 2 


203. | Tr 
Zuerſt laßt ſich folgender allgemeine Satz, welcher die 


Schwierigkeit des Uebergangs vom Graden zum Krummen, 


4‘ 


nicht allein beim Kreiſe, ſondern bei krummen Linien uberhaupt 
hebt, ohne in die Schwierigkeit zu verfallen, die mit dem 
Unendlich Kleinen verbunden iſt, aufftellen, nämlich : 

Wenn zwei Größen A und B die Eigenſchaft haben, daß 


‚fie immerfort zugleich, nur ab- oder nur zunehmen, und alfo 


ſolche Größen find, die oben (§. 207.) zuſammengehoͤrige Groͤßen 


e genannt wurden, und die eine A nähert ſich immerfort einer 


gewiſſen Grenze P, ſie mag ſie erreichen koͤnnen oder nicht, 
ſo iſt der zu dieſer See gehoͤrige Werth von B, z. B. Q, auch 
die Grenze die Veränderung von 8, und wenn A immerfort 
zugenommen hat, ſo daß P groͤßer iſt als jedes A, ſo iſt auch 
großer als jedes B. Hat A immerfort abgenommen, fo 
daß P kleiner als jedes A iſt, ſo iſt auch Q kleiner als jedes B. 
Denn, ſollte im erſten Falle kleiner, im zweiten groͤſ— 
ſer ſeyn als irgend ein anderes B, fo müßte nothwendig ein 
Wechſel des Zunehmens und Abnehmens Statt en ha⸗ 
ben, welches gegen die Vorausſetzung iſt. 
Auf dieſen Satz konnen nun die Satze vom geile ge 
grande ne 1 9 


+ > 


rasche regelmäßiger Vielecke kann durch Ben 


vielfältigung der Seiten der Vielecke fo klein ge⸗ 


macht werden, als man will. Denn es ſei Fig. 7) AB 


eine Seite des eingeſchriebenen Vielecks, DE die parallele 


f iſt der unterſchled der Flaͤchen = = 


Seite des umſchriebenen Vielecks a eben ſo vielen Sauen, x i 


5 nn .EG, woraus 


folgt, daß der unterschied der Flachen er ganzen Wielecke, 
dem halben Product der Summe ihrer Umfänge in den Ab⸗ 


ſtand ihrer Seiten gleich iſt. Nun iſt in dem Dreieck Ge, 5 


AC<AG ＋ 6 oder Ac - GSA, alſo, well 
AC - GC=FGif, FG C AG. Aber AG kann durch 


| Vervielfaͤttigung der Seiten ſo klein werden als man will, 


| alſo auch FG, mithin auch der Unterſchied der . 1758 5 


Vielecke. ö 
Daraus folgt, daß um ſo mehr der Unterſchied neifdfen 
der Fläche des Kreiſes und dem um: oder eingeſchriebenen 


Veeleck durch Vervielfaͤltigung der Seiten, ſo viel als man 


* 


will verkleinert werden kann, weil jedes umſchriebene Vieleck 


et a 115 ep * 776 N 3 2286 wur 5 
unterſchied der tas hn und einge | 


größer, jedes eingeſchriebene Vieleck kleiner iſt als der Kreis. 5 


Alſo iſt die Kreis flache die Grenze, welcher fü ch die Flachen i 


der wi und umſchrlebenen Vielecke ohne Ende 1 


N 2¹5. 
Der BERN jedes eingeſchriebenen ea: 


gen Vielecks ift kleiner, und der Umfang jedes um⸗ 
ſchriebenen regelmäßigen Vielecks großer als der 


Kreis Umfang. Denn die Flaͤche der in- und umſchriebe _ 


nen Vielecke naͤhert ſich, wenn die Zahl der Seiten zunimmt, 
der Flaͤche des Kreiſes ohne Ende, und kann derfelben, ohne 


im Zu: oder Abnehmen zu wechſeln, fo nahe kommen, als 


man will. Nun verandert ſich auch der Umfang der Vielecke 
regelmaͤßig mit dem Inhalt zugleich, und nimmt nie ab, wenn 


der Inhalt zunimmt, und umgekehrt. Alfo find Inhalt und 
Umfang sufammengehörige Größen ($. 206.). Die Grenze 5 


5 


2 


\ 


1755 Die mit dieſer ne N e 5 1 g 


J 


für den e der r Vielecke Ds der Jab alt d 


% ae if. Da A größer Er der een BR j 


des eingeſchriebenen, und Keinen, als der umfang jedes um⸗ 
een, N 5 % oh 158 


CGG A 1 


7 Außer dem Kreis Umfange i ſt PN Finish: we⸗ 


| N eine grade noch krumme, noch gemiſcht grade 


und krumme, alſo auch kein zweiter Kreis- Umfang 
zwiſchen allen in⸗ Rund umſchriebenen Vlelecken zu⸗ 


9 210 nen moͤg lich. Er Ad 


1 
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Denn jede Sinie,, die von dem Kreiſe ganz oder zum Theil 
ebweiwt, würde Punkte haben, deren Entfernung vom Mit⸗ 
telpunkt, von dem Halbmeſſer des Kreiſes um irgend eine 
Groͤße verſchieden iſt. Am weiteſten entfernen ſich die eingeſchrie⸗ 
benen und umfibriebenen ‚regelmäßigen. Vielecke von einander, 
wenn die Seiten der letztern den Kreis in den Ecken der er, 
been berühren. . B. wie in Fig. „ 

Die rechtwinklichen Dreiecke AEC. und AEG us abn⸗ 
lich, weil ſie einen gemeinſchaftlichen Winkel EAC haben, alſo 
iſt AG kleiner als EG, fobald EG kleiner ‚als, 60. iſt. Aber 
EG kann fo klein ſeyn als man will, während ſich als dann 
60 immer mehr dem Halbmeſſer nähert; alſo kann um fo 
mehr A fo klein ſeyn wie man will, folglich auch kleiner als 
die Größe, um welche irgend eine Linie vom Kreiſe abweicht. 
Mithin iſt außer dem Kreiſe keine Linie zwiſchen allen einges 
ſchrlebenen und umſchriebenen Vielecken ‚und ere ae kein 
e e ce 


Die Flache des Kreiſes i ſt gleich der ane des 
Products feines Halbmeſſers in feinen Umfang. 
Denn die Hälfte des Products des Halbmeſſers in den 


i Umfang eines beliebigen umſchriebenen Vielecks giebt deſſen 


— 7 g ? } 
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‚gri iſt als der Kreis, 
ie Halfte . er 1 5785 dem Umfang 

en 0 in rie enen Vielecks den Inhalt eines 
Es» von der oppelten Seitenzahl, weil z . B. (Fig. 9.) 
„BD = ABCD ft, alle eine Flac, 115 kleiner i „ 


1 17 F 55 


, Kreis flache. . 


M ers des Halbmeſſer ers in eine Linie ſeyn, die kleiner iſt 


als der Umfang jedes umſchriebenen, und größer als der 
Umfang jedes eingeſchrie ebenen Vielecks. Eine ſolche Linte i 


. 


der Kreisumfang (. 216.0, und var er allein und keine a an⸗ ! 


dere Linie, die etwa ebenfalls zwiſchen allen umſchriebenen 1 8 
allen eingeſchriebenen Vielecken liegen mag, und von wel ber 
wuͤrde bewieſen werden koͤnnen, daß ſie auch länger als 73 
Umfang jedes eingeſchriebenen und kuͤrzer als der Umfang je⸗ 
des umſchriebenen Vielecks ſey, weil es gar keine ſolche Linie 
giebt (H. 216.); auch kein anderer Kreisumfeng: alfo ift die 
Kreis flaͤche gleich der Halfte des Products des eee in 


den Kreisumfang. a 


V d 
Die Umfänge zweier Kreiſe verhalten ſich wie 


74 12 
„ 


YA 


ihre Halbmeſſer. Denn alle ein und umgeſchriebene Viel⸗ | 
ecke des einen Kreiſes verhalten ſich zu denen des andern Krei⸗ 


ſes von gleicher Seitenzahl, wie die Halbmeſſer. Nun iſt der 


Umfang des einen Kreifes größer, als alle in ihn 1 5 1 
N 


nen, und kleiner als alle um ihn beſchriebenen Vielecke; a 


kann die Linie, welche von ihnen eben das Vielfache ift, wie 


der Halbmeſſer des zweiten Kreiſes vom Halbmeſſer des erſten, 


oder wie der Umfang der Veelecke des zweiten Kreiſes von dem | 
Umfange der aͤhnlichen Vielecke des erſten Kreiſes, auch nur 
eine Linie ſeyn, die groͤßer iſt als alle eingeſchriebene und klei⸗ 
ner als alle umſchriebene Vielecke. Eine ſolche Linie iſt aber 


allein der zweite Kreis ſelbſt, und kein anderer Kreis (F. 216). 
Folglich verhalten ſich die Umfange bes beiden Kreiſe, wie e 


Alſo muß die Freifläche gli der Halfte des e, 


- 


1 und alle 10 5 ‚foigen daraus unmittelbar. 


4 


A der zugehörige Ke Nd Ninders ae 4 
ruͤhrt daher, weil der Beweis des Satzes (F. 215.) jenen, ER 
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Die Sate (F. 215. 23 10 55 ſind bie ban ef 


any 


RER feinem Beweiſe, einſchließlich enthaͤlt. 


Will man den Satz von der Sehne beſonders aufßeten, N 


fo kann man ihn auch ſogleich auf alle Linien die nicht grade 
find, ausdehnen und allgemein beweiſen, daß die grade Linie 


zwiſchen zwei Punkten kuͤrzer iſt als jede andere zwiſchen den 


jr nämlichen Punkten. Hierzu ſind dann noch e Erklärun, 


Hen und Satze order noͤthig. 
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Wenn eine krumme Linie (Fig. 10.) von einer graben 


gisch irren wird, und der, zwiſchen zwei zunächſt auf einander 


folgenden Durchſchnittspunkten A und G liegende Theil ABC 1 


der Curve, hat die Eigenſchaft. daß die grade Linie DE, welche 
zwei beliebige Puukte D und E der Curve AB C mit einander 


verbindet, ganz zwiſchen der Curve und der graden Linie AC 


liegt ſo heißt dieſer Thel ABC von der e concav 


Bin AC. ' au su 
Ein ſolches concaves Curvenſtück 1 die Eigenschaft, daß 


i daſſelbe kein Vieleck mit 9 Pee e d 


werden kann. 
Denn B ſey eine e betiebige Ecke des Vielecks, nämlich der 
Durchſtonttepunkt der beiden Seiten DB und DE des Viel⸗ 


5 eds, fo fällt die Linie DE, welche die E Endpunkte dieſer Seite 
5 verbindet, nach der era, ganz zwiſchen die Curve 


AD BEC und die Linie AC, mithin iſt DBC kleiner als Bi 


rechte und folglich kein einſpringender Winkel. 


Daraus folgt, daß der Inhalt des in die Curve ABC 


beſchriebenen Vielecks immer fort zunimmt, wie man die 


1 


— 


Zahl der Seiten des Vielecks vergroͤßert. Dieſer Inhalt des 
Vielecks kann dem Inhalte der Curven Flaͤche fo nahe Eoms 
men als man will, denn wenn z. B. PB und QC auf BC 
\ - N 31 751 95 


ab ihn itt BEC: 17 tan vie Dreieck | 
BEC mehr als die Halfte des Curvenabſchnitts BEC und es 

wird durch jede zwei neue Seiten mehr als die Haͤlfte von 
dem Unterſchiede der Vielecks und der Curvenflaͤche hinwegge⸗ 


5 nommen: alſo kann der Unterſchied ſo klein werden als man . 


will. Der Jahalt des umſchriebenen Vielecks ift alſo eine 
‚Größe, die, immer fort zunehmend, ſich dem Inhalte der 
Curvenflaͤche, als einer beſtimmten Grenze, nähert, welche „ 


zwar nie erreichen kann, und die immer größer bleibt, als je , 


des moͤgliche eingefheiebene, Vieleck, der fe aber " nahe 8 
men kann als man will. N A 8 

Nun waͤchſt der Umfang der ee eee Vielecke, ſo f 
wie die Zahl der Seiten zunimmt, mit dem Inhalt des Viel⸗ 
ecks regelmäßig zugleich; denn z. B. AD + DB iſt größer 
als AB, und BE ＋ EC iſt größer BC, ſo daß der Umfang 
des Vielecks AD BEC großer iſt als der Umfang von AB GC. 
Alſo ſind Umfang und Inhalt des Vielecks zuſam men ge⸗ 
hoͤrige Größen, mit der Eigenſchaft, daß nie die eine ab, 


nimmt, wenn die andere waͤchſt, und umgekehrt. Die Grenze | 


für den Inhalt des Vielecks ift der Inhalt der Curvenfläche, | 
und die mit dieſer zuſammengehoͤrige Groͤße des Umfanges iſt 
die Länge der Curve. Alſo iſt die Länge der Curve die Grenze | 


für den Umfang der Vielecke (F. 213.) folglich iſt die Curve 0 


ABC länger als der Umfang jedes eingeſchriebenen Vielecks. 
Der Umfang jedes eingeſchriebenen Vielecks aber iſt länger als 
die grade Linie 40; denn ſchon AB ＋ BG iſt länger als 


AC und der Umfang aller übrigen Vielecke noch laͤnger; alſo 


iſt nothwendig die concave Linie laͤnger als die grade AC.“ 
Nun kann ferner jede ungleiche Linie in lauter aufeinan⸗ 
der folgende concave Bogenſtuͤcke getheilt werden, wie (Fig. 110 
AB CDE; alſo iſt die krumme Linie länger als die Summe 
der graden AB, BC, CD, DE. Dieſe Summe aber iſt lan⸗ 
ger als die BR Linie EF; alſo iſt um ſo mehr die krumme, 
oder allgemein jede Linie die nicht grade iſt, n ar * 
grade zwiſchen den nämlicjen Endpunkten. 
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Mittelſt Pervendikel (Fig. 12.) A, BA, Gy a. auf die 
8 Linie AE, von welcher gezeigt werden ſoll, daß ſie kuͤr⸗ 


zer iſt als die krumme 46e theilte man die letzte in beliv 


bige Theile, die aber die Eigenſchaft haben, daß die Tangente 
an keinem Punkt eines Theils, denſelben Theil zum zweiten⸗ 
mal, außer etwa im Berührungspunft ſelbſt, ſchneidet, auch in⸗ 
nerhalb eines Theils nicht zwei parallele Tangenten moͤglich 


find. Dieſes geht allemal an, weil man nur die Theile klein 
genug annehmen darf. AB Fig 13. (F. 213.) ſey ein ſolcher 


Theil. Man ziehe diejenige Tangente an dieſelbe, die mit der 


Grundlinie den kleinſten Winkel macht, z. B. BK, ſo ſchließt 


dieſelbe mit der Curve und dem Perpendikel einen gewiſſen 
Raum AKB ein. Die Tangente zwiſchen den Perpendikeln 
aber iſt nothwendig länger als die Grundlinie PO, in ſo fern 
ſie nicht etwa mit ihr parallel läuft. In keinem Fall iſt ſie 
kuͤrzer. Nun theile man die Curve AB in zwei kleinere Theile 


miitelſt des Perpendikels RC, und ziehe in demjenigen Theil 


AC, in welchem der Beruͤhrungspunkt der erſten Tangente 
nicht liegt, diejenige Tangente, die den kleinſten Winkel 
der Grundlinie macht, z. B. AL. Da dieſer kleinſte Winkel 
nothwendig groͤßer iſt, als der Winkel, den die erſte Tangente 
mit der Grundlinie macht, weil die erſte Tangente, von allen 
an der ganzen ungetheilten Linie AB, der Grundlinie am 
nächſten kam, fo iſt die Summe von AL und MB größer als 
KB. Dieſes iſt der Fall, wo man auch das Perpendikel RG 
zwiſchen P und Q ziehen mag. Da nun die Wahl des Punktes 
R frei iſt/ ſo kann man das Perpendikel RC allemal ſo zie⸗ 
hen, daß der Raum ALC, welchen die neue Tangente AL 
mit dem neuen Perpendikel LC und der Curve AC einſchließt, 
kleiner iſt als der Raum ACK M zwiſchen dem naͤmlichen 
Perpendikel, der Curve und der vorigen Tangente, weil die 
neue Tangente AL, wenigſtens zunaͤchſt dem Punkt A, der 


Curve näher kommt als die vorige Bis Daraus. folgt, daß 


We iſt als der Raum Ak B Pe oe Tangente, 
der Curve und dem erſten Perpendikel, während die Länge der 
Tangenten PEN MB größer, iſt als die Lange der erſten 
Tangente KB. So verhaͤlt es ſich bei jeder neuen Theilung, 
woraus folgt, daß die Summe der Raͤume zwiſchen der Curve, 
den Tangenten und den Pervendifeln und die Summe der 
Laͤnge der Tangenten jufammengebörige Größen. find, 


und zwar von der Art, daß die eine, nämlich die erſte, im⸗ 


merfort abnimmt, während die andere, nämlich die zweite, 
immerfort waͤchſt, niemals beide zugleich zu⸗ oder abnehmen. 
Die Grenze fuͤr die Summe der Raͤume aber iſt o, weil die 


Tangenten der Curve ſo nahe kommen koͤnnen, als man will. 


Die mit dieſer Grenze zuſammengehoͤrige Laͤngen Groͤße iſt die 
Lange der Curve; alſo iſt die Länge der Curve nothwendig 
größer. als die Länge der Grundlinie. Und da das Naͤmliche 
für jeden Theil der Curve 28, 87... .. Fig. 12. (H. ia 


2 ſo gilt der aer auch fuͤr die er Cue. l 
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Merkwürdig iſt auch der nicht ſehr bekannte Bertrand 


für Beweis des Satzes, daß eine grade Linie zwiſchen zwei 
Punkten kuͤrzer iſt als jede andere. Er ſteht im zweiten Bande 
des developpement des mathematiques, Seite 115. Man 
lege namlich die graden Linien AB und CB in A C ſo, daß 
die Punkte A und C an ihren Ort bleiben, fo fällt B über M 


hinaus, etwa in N, wahrend C in M faͤllt. Legt man alſo ee 
die Bogenſtuͤcke ADB und BEC, fo wie ſie an AB und BE 


liegen auch an AN und CM, fo müffen ſich dieſelben nothwendig 
ſchneiden, weil eine ſtetige Linie, z. B. ARN von N nicht 


aus dem geſchloſſenen Raum MSC hinaus, nach A kommen 


kann, ohne MS zu ſchneiden. Alſo iſt die Linie ART SC 


kurzer als die Linie ARN A. MSC, die der Linie ADBEC | 


gleich. iſt, denn es fehlen daran die Stuͤcke TM und TN. 


Mithin iſt ADBEC en die fürzefte von allen Linien zwi⸗ 
| ſchen A und C. Aber eben das gilt von jeder andern n i 
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kurzeſte zwiſchen A und C. Daraus folgt weiter pe ben, 
daß überhaupt jede moͤgliche Linie, weil fie in concave W 
were kann, laͤnger ft als die grade. 
Der Beweis iſt ebenfalls ſtrenge, nur kann derſelbe Mr 


ee bei dem Satz, daß die Ebene kleiner fey als jede ans 
dere Fläche zwiſchen den naͤmlichen Grenzen, . ee e 


rd was mit ER Bean. Be N 


8 N — 7 


Nachdem bewieſen worden, daß die grade Linle kurzer it 
als jede andere, laßt fi ſich leicht zeigen, daß jede umſchließende 


Linie länger ift als die umſchloſſene, die eine oder die andere 


mag krumm, oder aus graden zuſammengeſetzt ſeyn. Denn untern 
den umſchließenden Linien muß es nothwendig eine geben, die kurzer 
iſt als alle andern. Dieſe kürzeſte Linie aber iſt immer eine umſchlie⸗ 


ßende. Denn an jeder umſchließenden ABC kann irgend eine grade 


1 * 


4 


Line EF gezogen werden, die kuͤrzer iſt als der Theil EB F, ſo daß 
AEF C kuͤrzer iſt wie AE BFC, woraus folgt, daß keine, von 
AD C verſchiedene, hie bende Linie möglich iſt, die kuͤrzer 
wäre als alle Uebrigen, und daß alſo allein ADC ſelbſt die 
kuͤrzeſte, und folglich die umſchloſſene Linie ADC ER ik, 
als a area ABO: \ 


RE * 
= \ 


0 
2 F 4 . 1 
as i 72 * 0 . ae ne. 2 
4 - 


Sſchickt . mente die allgemeinen Beweiſe, daß die grade 
Linie die kuͤrzeſte und jede umſchließende Linie laͤnger iſt als 


die umſchloſſene, voraus, fo iſt der Beweis (F. 215.) für den 


Kreis, daß nämlich der Kreisumfang länger iſt als der Umfang 
jedes eingeſchriebenen und kuͤrzer als der Umfang jedes um: 
ſchriebenen regelmaͤßigen Vieles, nicht beſonders noͤthig. 
Jedoch ſcheint es in der Elementar-Geometrie beſſer, 
bloß bei dem beſondern Beweiſe für den Kreis wie in §. 215. 


zu bleiben, weil die allgemeinen Beweiſe, allgemeine Saͤtze d 


und Begriffe von Curven erfordern, die in der Elementar 
Geometrie, welche von den Curven bloß den Kreis abhandelt, 
noch nicht noͤthig * 


* 


* 85 


| ac x 1 4 ENT 5 1 225. 0 * ug 

Ganz wie die Satze vom Kreise San nie a ds 
allgemeinen Satzes (F. 213.), die Saͤtze von der Heat 
und dem Inhalt runder Körper bewieſen werden. 10% 
I. Vom Cylinder nämlich iſt der Inhalt die . 


welcher ſich der Inhalt der Prismen uͤber den, in- und um 


die Grundflaͤche beſchriebenen Vielecken, ohne Ende naͤhert. 
Gleichfoͤrmig mit dem Inhalt dieſer Prismen verandert ſich 


die Oberflaͤche derſelben; alſo ſi ſind Inhalt und Oberflaͤche der b 


Prismen zuſammengehoͤrige Großen. Nun iſt die mit 
der Grenze für den Inhalt der Prismen, naͤmlich mit dem 
Inhalt des Cylinders, zuſammengehoͤrige Groͤße, die Ober⸗ 
flaͤche des Cylinders; alſo iſt die Oberflaͤche des Cylinders die 
Grenze für die Oberflache der in- und umſchriebenen Pris⸗ 


men. Da nun die Ober flaͤche jedes um» und eingeſchriebenen 5 


Prismas gleich iſt dem Product der Hoͤhe in den Umfang 


des Prisma's, fo iſt die Oberflache des Cylinders gleich dem A 
Product der Höhe in eine Linie, die länger iſt als der umfang 


jedes in die Grundfläche eingeſchriebenen, und kuͤrzer als der 
Umfang jedes umſchriebenen Vielecks. Eine ſolche Linie iſt der 


Umfang der kreisfoͤrmigen Cylinder Grundflaͤche, und zwar 


liegt nur eine einzige Linie, und folglich auch nur ein einziger 
Kreisumfang zwiſchen allen, um und in die Grundflaͤche be⸗ 


ſchriebenen Vielecken ($. 216.). Folglich iſt die Cylinderflaͤche 


5 gleich dem Product des Umfanges der Grundflaͤche in die Höhe, 
Der Inhalt des Cylinders liegt zwiſchen dem Inhalt 
aller um: und eingeſchriebenen Prismen. Der Inhalt der 


Prismen aber iſt gleich dem Producte der Höhe in die Grund- 


flaͤche. Alſo iſt der Inhalt des Cylinders gleich dem Product 
der Höhe in eine Grundfläche, die zwiſchen den Grundflaͤchen 


aller um: und eingeſchriebenen Prismen faͤllt. Eine ſolche 


Grundflaͤche iſt die Grundflaͤche des Cylinders, und zwar dieſe 
allein (F. 216.). Alſo iſt der Inhalt des Cylinders gleich dem 
Be. feinee Höhe in die Grundflähe, 5 


Für den Kegel iſt der Ben der Beweiſe der ndm ar 


* 


” 


9 5 wenn man er Bl, viene. v 
Grundfläche“ ſetzt. e TE 

ul. Bei der Kugel und den Suselfäntseen Me 
Inbalt und Umfang mit Huͤlfe der Saͤtze vom Kegel gefunden, 
und es iſt ohne beſondere Ausführung leicht zu ſehen, wie der 


ee e wee Ya die Kugel angewendet werden kann. 
D 


Or e e eee, 15 1 4 
Bei allen dieſen Saͤtzen iſt der Beweis, daß die Ebene 
finden beſtimmten Grenzen, kleiner ſey als jede andere Flaͤche 
wiſchen den naͤmlichen Grenzen, nicht beſonders nöthig, ſon⸗ 
dern mit den Saͤtzen, fuͤr jeden beſondern Fall, ſogleich ver⸗ 


bunden. Abgeſondert und een 1 ſich der een wie 


ſolgt geben. X 
Wenn eine krumme Fläche von einer Ebene gehn 0 
Er und der von der Durchſchnittslinie begrenzte Theil der 


krummen Flaͤche hat die Eigenſchaft, daß jede andere Ebene 


% die ihn ſchneidet, ganz zwiſchen die krumme Flaͤche und die 


Grundebene fällt, fo heißt der von der Grundebene begrenzte 
Theil der krummen Fläche, eon cav gegen die Grundebene, 
und von ſolchen concaven Flaͤchen laͤßt ſich allgemein beweiſen, 
daß fie größer find als die Grundebenen zwiſchen den Were 


chen Grenzen. 


Der Durchſchnitt jeder andern Ebene mit einer mae 
concaven krummen Flaͤche iſt naͤmlich allemal eine concave Li⸗ 
nie. Denn wenn außer der ſchneidenden Ebene noch eine 
zweite Ebene die krumme Flaͤche und zugleich die erſte Ebene 


| ſchneidet, fo iſt der Durchſchnitt der beiden Ebenen eine grade 


Linie, die in beiden Ebenen zugleich liegt und zwei Punkte . 
der krummen Oberflache verbindet. Da nun die ſchneidenden 
Ebenen, nach der Vorausſetzung, ganz innerhalb der krummen 
Oberflache liegen, fo liegt auch ihr Durchſchnitt ganz innerhalb 
der krummen Oberflache, folglich auch ganz innerhalb der 
krummen Linien, welche die ſchneidenden Ebenen begrenzen, oder 
welche die Durchſchnitte der Ebenen mit der krummen Flaͤche 
find. Da aber das naͤmliche von jeder möglichen Linie in den 


Ebenen gilt, di ift der Durchſchnit ka Ebene mit der krum⸗ 
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 Temal der Durcſant der Grundehene mit de kenne 5 


Flache eine concave Line. 
Nun beſchreibe man in der die Grundebens begrenzenden, 
conecaven Linie (Fig. 15.), ein beliebiges Vieleck ABC DEF. 
Daſſelbe kann, weil die Linie concav iſt, keine einſpringende 


Winkel haben (F. 220.). Man theils das Vieleck in beliebige 


Dreiecke, jedoch fo, daß die Seiten des Vielecks fuͤr jetzt uns 


* 
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M. 


getheilt bleiben. In den Ecken der Dreiecke errichte W g 


pendikel auf die Grundebene, die alle die eoneaven Flachen ſchnei⸗ 
den werden, und lege durch die Punkte, in welchen die Per⸗ 


pendikel über den Eckpunkten der Dreiecke die krumme Flaͤche 


ſchneiden, neue Ebenen, ſo bilden dieſelben ein Polysder, welches 


von lauter dreieckigen Seitenebenen umſchloſſen iſt. Jede Seiten⸗ 
ebene liegt ſenkrecht uͤber dem zugehorigen? Dreieck in der Grundebene | 
und keine Seitenebene kann kleiner ſeyn als das darunter liegende 
Dreieck, ſondern jede, die nicht etwa parallel mit der Grund⸗ 
ebene iſt, iſt größer. Alſo iſt die Oberflaͤche des Polyéders 
‚ allemal größer als das eingeſchriebene Vieleck ABC DEE. 


Keine koͤrperliche Ecke des Polyéders kann in das Polyeder 


einſpringen, denn man lege z. B. in G, außen an die Flache, 
eine Ebene welche ſich beruͤhrk, ſo liegt die concave Fläche 
ganz auf einer Seite der beruͤhrenden Ebene, folglich liegen 
auch alle Punkte A, B, E, I, K, L, welche durch die in & 
zuſammenlaufende PARLER des Polyeders, mit G verbunden 
werden, auf derſelben Seite der berührenden Ebene, mithin 
liegen auch alle die Linien GA, GB, GL 2c. auf der naͤmli⸗ 


chen Seite der berührenden Ebene, folglich ſchneidet eine, mit 


der beruͤhrenden parallel laufende, und die krumme Oberflaͤche 
ſchneidende Ebene, jene Linien alle innerhalb der krummen 
Flache, mithin bilden die Ebenen AGB, BGL x. mit der, 
der beruͤhrenden parallelen Ebene, eine Pyramide, deren koͤr— 
perliche Ecke G nothwendig ausſpringend iſt. Da das naͤm⸗ 


liche von jeder Ecke des Polyéders gilt, fo hat das e 


keine ausſpringende Ecken. eh (is 
Nun theile man jedes Dreieck in vier b Drbitcke und zwar 
ſo, 92 57 man die Seiten ier, wie z. B. ABG ene 


Feen, und sieht durch vue neue Ebutt mie d ndikel 

fi auf. die Grundebene, fo. liegen die Punkte, i in we chen die 
Ptʒʃerpendikel die krumme Flaͤche ſchneiden, Fran auferbalß. 
0 des Polyéders, von welchem das uber ABG liegende Dreieck 
eine Seitenfläche iſt, weil der ganze über AB liegende Theil⸗ 
der krummen Flaͤche außer dieſem Polyäder liegt. Legt man 
aalſo durch die Durchſchnittspunkte der neuen und der alten 
Pervendikel mit der krummen Flaͤche, Ebenen, fo liegen auch 


Weiſe gebildete neue Polyeder an Inhalt größer als das vo⸗ 
rige. Zugleich aber iſt ſeine Oberfläche groͤßer; denn die über 
ieder Ebene liegenden neuen kleinern Ebenen ſind zuſammen 
N größer: als die Ebenen über, welchen fie liegen. Alſo fi nd Ins 
i Patt ünd Oberflache der in die krumme Oberflaͤche beſchriebenen 5 
* Polyeder, zufammengehoͤrige Größen, das heißt, Größen, 
| von welchen nie die eine zunimmt, wenn die andere abnimmt, 
und umgekehrt: zes. 

Nun kann man, wie licht zu pe — Been 
der Zahl der Seitenebenen des Polyeders, dem Inhalt des 
von der krummen Flache und der Grundebene eingeſchloſſenen 
Körpers ſo nahe kommen als man will; alſo iſt der Inhalt 
dieſes Körpers die Grenze des Inhalts aller eingeſchriebenen 
Polyeder. Die mit diefer Grenze zuſammengehoͤrige Oberfläche 
iſt die krumme, alſo iſt die krumme Oberflaͤche, die Grenze 
für die Oberflaͤche der Polyeder (F. 213.) folglich iſt die 


dieſe außer dem erſten Polyeder, folglich ift das auf dieſe = 


krumme Dberflähe größer als die Oberflache jedes Polyéders, 


mithin um fo mehr großer als die Grundebene, und folglich 
iſt die Ebene kleiner als fan concave Flaͤche zwiſſhen den nat, 
e Br 0 | 
u Ma ‚227. e NIE SEO 
Iſt die Fläche nicht concav, ſondern vielleicht coneav und 
conver zugleich, wie z. B. der innere Theil der Oberflaͤche 
eines ringfoͤrmig gebogenen runden Stabes, oder von irgend 
deiner andern Geſtalt, fo kann man mit dem Beweiſe, daß 
die krumme Flaͤche groͤßer ſey, als die ſenkrecht darunter lie 


gende ee nach der zweiten fuͤr den Beweis des aͤhnlichen 


8 Satzes, 


ge Iſt naͤmlic — der Grenze der l 1 


Al auf die Grundebene, elne gradlinige Figur, ſo theile man dieſelbe 
auf irgend eine Weiſe, z. B. durch Dreiecke, wie in Fig. 15. 
in ſo kleine Theile, daß die daruͤber liegenden Theile der 
krummen Flaͤche die Eigenſchaft haben, von der Tangenten⸗ 
Ebene an keinen Punkt, in mehr als etwa in dem Berührungs⸗ 
punkt ſelbſt, geſchnitten zu werden, und auch keine zwei pae 
rallele Tangenten s Ebenen zu haben. Darauf ziehe man an 
einen der. Theile der krummen Flaͤche, z. B. an den über 
GIR liegenden Theil G'IK4, diejenige, Tangenten⸗ Ebene, 


li von der Grundfläche am wenigſten abweicht, 


ſo ſchließt 185 


dieſelbe mit der krummen Flaͤche und den Seitenebenen GL 
GK und IK, welche, auf die Grundebene ſenkrecht ſehend, 
den Theil GIK der krummen Flaͤche abſondern, einen gewiſ⸗ 
ſen Raum ein. Der zwiſchen den Seitenebenen liegende Theil 
der Tangenten⸗Ebene iſt aber, fo lange die Tangenten Ebene 


nicht etwa mit der Grundebene parallel iſt, allemal kleiner; 7 


als ſeine Projection GIK. auf die Grundebene, niemals größer. 
Nun theile man GIK; in der Grundebene, in kleinere Fade 
z. B. GIP und GPK und ziehe an denjenigen Theil, 
welchem der Berüuͤhrungspunkt der vorigen eee 
nicht liegt, z. B, an den Theil G1 P, eine neue Tangenten⸗ 
Ebene, und zwar ‚diejenige, die der Grundebene am naͤchſten 
kommt, ſo weicht dieſe neue Tangenten⸗Ebene nothwendig 


mehr von der Grundebene ab als die erſte Tangenten Ebene, 


weil dieſe unter allen, im ganzen. Raum GIK, der Grundebene N 
am naͤchſten kam. Folglich iſt die Summe der beiden Tan⸗ 1 
genten⸗ „Ebenen über GIP und GIK größer als die erſte Tan, 1 
genten z Ebene über GIK, wie auch GP gejogen werden mag. 
Da aber GP willkuͤhrlich iſt, ſo kann es allemal fo gezogen 
werden, daß der koͤrperliche Raum, den die neue Tangenten; 
Ebene uͤber GIP mit der krummen Flaͤche und den Seitenebe; | 
nen GI, GP und IP einſchließet, kleiner iſt als der Raum 
zwiſchen der vorigen Tangenten: Ebene uͤber GIP, der krum⸗ 
men Flaͤche und den Mace; Seitenebenen „. well die neue 


II. C 


1 
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he Ebene, ee an ban © 5 
der krummen Flache näher kommt als di x en 
bene. Alſo ift die Summe der Räume, he ie 


ih Tangenten Ebenen ‚über GIP und GPK mit den fie begrem 15 
zenden Seitenebenen und der krummen Flaͤche einſchlleßen, 
kleiner als der Raum zwiſchen der einen Tangenten; Ebene \ 
uͤber der ganzen Figur GIK, den fie begrenzenden Seitenebe⸗ 
e und der krummen Flaͤche, waͤhrend zugleich die Summe 
der einzelnen Tangenten Ebenen größer iſt. So verhält es 


fich nach jeder neuen Theilung; alſo ſind die Summen des 
Flaͤcheninhalts der Tangenten Ebenen zwiſchen den ſie begren⸗ 
zenden Seitenebenen und die Summen des koͤrperlichen Inhalts 


der Räume zwiſchen den Tangenten » Ebenen, den begrenzenden 
Scitenflaͤchen und der krummen Flaͤche, zuſammengehoͤrige 
ö Größen, von der Art, daß die erſte ohne Ausnahme waͤchſt, 


wenn die andere abnimmt, niemals beide zugleich wachſen oder 
abnehmen. Die Grenze der einen dieſer beiden Größen, naͤm⸗ 


lich des koͤrperlichen Raums, iſt , denn man kann mit der 
Tangenten Ebene der krummen Flaͤche fo nahe kommen als 
man will. Die mit dieſer Grenze zuſammengehoͤrige Flaͤchen⸗ 
Größe iſt die krumme Flaͤche über GI K, alſo iſt dieſe größer | 


als die Summe aller auf die obige Welse gezogenen Zangen 


ten Ebenen. Jede ſolche Summe aber iſt größer als die Pros - 
jektion GIK der krummen Fläche auf die Grundebene. Alſo 
a ift, die krumme Fläche über GIK um fo mehr größer als der 
ſenkrecht darunter liegende Theil GIK der Grundebene. Da 


dieſes nun von jedem Theil der Grundebene und der daruͤber 


liegenden krummen Flaͤche gilt, ſo folgt, daß jede von geraden 
Linien begrenzte Ebene kleiner iſt als eine n N 


daruͤber liegende krumme Flaͤche. 


Iſt ferner die Ebene von einer krummen era) beten, . 
wie in Fig. 15., fo kann man erſtlich mit einer gradlinigen 


Figur ABCD EF der krummen Grenze fo nahe kommen als 
man will, die krumme Linie ABCD EF mag concav oder con 


ver ſeyn. Der über der gradlinigen Figur liegende Theil der 


krummen Fläche aber, iſt bewieſenermaaßen größer als ABCDEF, 
alfo iſt der über der krummlintgen, größern Figur ABCDEF 


„ 


1 


* ee A ABCDEF 70 als 175 a 
liegende krumme Flache, fo wäre die krumme Flaͤche nothwen⸗ 


1 7 
* 1 


dig einem T heile der krummlinigen ebenen Figur ABCDEF 7 


gleich. Welches aber auch dieſer Theil ſeyn mag, ſo läßt ſich 
immer eine eingeſchloſſene gradlinige ebene Figur ABCDEF 
angeben, die größer. ift als jener Theil, weil man mit der 


; gradlinigen Figur ABCDEF der krummlinigen ABC DEF ſo 
nahe kommen kann als man will. Die ganze krumme Flaͤche 


aber war groͤßer als jede gradlinige ebene Figur ABCDEF, 
alſo iſt es unmoͤglich, daß ſie irgend einem Theile der krumm⸗ 


linigen ebenen Figur AB CD EF gleich, oder was daſſelbe W 


daß die krummlinige ebene Figur ABC DEF größer als die 


daruͤber liegende krumme Fläche ſeyn kann. Hoͤchſtens alſo 


koͤnnte noch eine der andern gleich ſeyn. Angenommen dies 


letzte waͤre möglich, fo ſchneide man mit irgend einer, mit der 
Grundebene nicht parallelen Ebene G’I’K’ einen Theil der 
krummen Oberflache ab. Dieſer Theil kann nur allenfalls der 
Ebene G/1/K “ gleich, nicht kleiner ſeyn als fie. Alſo waͤre 


die uͤbrige krumme Flaͤche mit der Ebene 6 I’K’ zuſammen 
der krummlinigen ebenen Figur ABCDEF gleich. Sie iſt 
aber größer, weil die mit ihrer Projection nicht parallele Ebene 


6K“ größer iſt als dieſe Projection. Alſo iſt es unmoglich, 
daß irgend eine krumme Flaͤche der ſenkrecht unter ihr liegen- ? 


den krummlinigen ebenen Figur gleich iſt. Kleiner kann fie 


auch nicht ſeyn, alſo iſt fie nothwendig groͤßer. Folglich iſt 
ganz allgemein jede krumme Flache Neößes als ihre eg 


auf eine Ebene. m 


een. 228. a u. 
Steht erſt der Satz, daß jede krumme Fläche größer iſt 


als ihre Projection auf eine Ebene, allgemein feſt, ſo ift, der⸗ 


jenige, daß jede umſchließende Fläche, größer iſt als die um ; 


ſchloſſene, zwiſchen einerlei Grenzen, leicht zu beweiſen. Denn 


nothwendig muß es unter den umſchließenden Ebenen eine ge⸗ 


ben, die kleiner iſt als alle übrigen. Dieſe kleinſte Ebene aber 


A C 2 


7 


99 “ai man n irgend ein „ee mt einer | ih 
neue doiſchttehedd Ebene enlſteht, die ess ir 40 die . 


der Flaͤche, woraus folgt, daß keine umſchließende Flaͤche tgl 
loch iſt, die kleiner waͤre als alle übrigen, und daß alſo dis 
umſchloſſene allein die kleinſte, folglich die unfaleflene Ne 
kleiner if als i umſclegende. Mi 


160 


1 ueber den Beweis des Satzes vom förper. 
| lichen 5 der Pyramide. 


N 15 . ? & 229, 1 
Wenn man nicht, wie Legendre, den Satz, daß der koͤr⸗ 


perliche Inhalt einer Pyramide gleich iſt dem koͤrperlichen In⸗ 5 


halt eines Prisma von der naͤmlichen Hoͤhe und Grundflaͤche, 
indirect beweiſen will, ſo kann man ihn auf die Theilung des 
dreiſeitigen Prisma in drei Pyramiden von gleicher Hoͤhe und 


Grundflaͤche gruͤnden, wie Euelides thut (12s Buch Zr Satz) 


Dann aber iſt der Beweis des Satzes noͤthig, daß Pyramiden 
von gleichen Hoͤhen und Grundflaͤchen einander an koͤrperlichen 


Irnhalt gleich find, oder daß ſich der Inhalt von Pyramiden, 


die gleiche Hoͤhe haben, wie die Grundflaͤche verhaͤlt. Eueli⸗ 
des giebt dieſen Beweis durch die Exhauſtions-Methode ſehr 
ſtrenge. Andere Geometer bedienen ſich der Zertheilung der 
Pyramiden von gleicher Höhe und Grundflaͤche in unendlich 
viele und unendlich duͤnne mit der Grundflaͤche parallele 
Schnitte, deren Höhen und Grundflächen gleich find, um da 
durch die Gleichheit der Pyramiden, deren Volumen die Sums 
men dieſer Schnitte ſind, fuͤhlbar zu machen. 

Dieſes letzte Verfahren iſt unſtreitig kuͤrzer, und kann 


auch einen ſtrengen Beweis geben, in ſo fern etwa unter un⸗ 
endliche Groͤßen, ſolche verſtanden werden, die kleiner oder 


rige, weil die Ebene kleiner iſt als das abgeſchnittene Stück 


größer find als alle möglichen Größen; allein, da die Schnitte 5 


nicht Prismen find, wofür fie genommen werden, ſondern ab— 


1 5 


ſelung der abgekuͤrzten Pyramiden mit Prismen, , ſelbſt in der 
Summe, kein Fehler entſteht. Dieſes kann wie folgt geſchehen, 


und zwar ohne unendlich kleine, ſelbſt ohne f a kleine e 77 


w za zu when When ee er HR 


2.030, 


Hoͤhe über der Grundflaͤche, oder gleich tief unter der Spitze, 


gleich groß ſind. Denn da 0 die Schnitte wie die Quadrate 


der Hoͤhen verhalten, ſo iſt, z. B. wenn die Grundfläche einer 
Pyramide durch a ihre Hoͤhe durch h e e wird 5 der 


0 Schnitt in der Höhe x von ‚oben, gleich a? Dee Größe 
bleibt für dieſelbe Grundfläche a2, für: dieselbe 3 h und für 


dieſelbe Entfernung x des Schnitts von der Spitze unveran⸗ i 
dert die naͤmliche, welche Geſtalt auch die Grundfläche haben, 15 


und wo die Spitze über derſelben liegen mag, ſo lange nur 


die Größe der Grundfläche und die Höhe die naͤmliche iſt. 


Alſo ſind alle Schnitte, gleich tief unter der Spitze, gleich groß. 
Nun lege man, z. B. wenn zwei dreiſeitige Pyramiden 
gegeben ſind, deren Hoͤhen gleich, und deren Grundflaͤchen, 
obgleich an Geſtalt verſchieden, ebenfalls gleich groß ſind, durch 
beide Pyramiden beliebige, gleich weit von einander entfernte 
Ebenen, parallel mit der Grundebene, ſo wie in der 16 ten 


lden, vo it man . weiß, * 
nicht . der been 5 worden 750 
iſt, ſo muß gezeigt werden, daß durch die willkübrliche Verwech⸗ 


. F Ra Hr . 
1 Ku 


ans, iſt a daß in Re 190 von gleich 10 
e Grundflaͤchen und Hoͤhen, alle Schnitte in gleicher 


Figur die Ebenen DEF, GHI, KLM, NOQ x. Man vers 8 


laͤngere dieſe Ebenen ſaͤmmtlich außerhalb der Pyramiden, ſo 
weit, daß in jedem ein Dreieck beſchrieben werden kann, wel⸗ 


ches dem zunaͤchſt unter der Ebene liegenden Schnitte gleich 


iſt, z. B. die Ebene NO bis in NUV, ſo daß die verläns 
gerten Schenkel NU und NV des Winkels ONQ — LKM 
den Schenkeln des letztern KL und KM gleich gemacht werden 


koͤnnen, wodurch, wenn man UV zieht, das Dreieck NUV 
dem Dreieck KLM gleich wird. Ferner ſchneide man von je⸗ 


Rs 


’ 


38 


- * 


/ 


+ 


1 — 


\ “4 
\ 
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der Ebene ein Stück ab, welches der unmittell 
liegenden Ebene gleich iſt, z. B. von der Eb 


7 
* 


Stuck KXY = NOQ, welches geschieht, wenn man d ie | 
Schenkel KX und KJ des dem Winkel ON gleichen Wine 
kels LKM, gleich NO und Nmacht, und XY zieht. Als⸗ 


8 dann verbinde man die oben erweiterten Ebenen mit den una 
mittelbar darunter liegenden unerweiterten, und die obern un⸗ 


erweiterten Ebenen mit den unmittelbar darunter liegenden 
Abſchnitten, durch Ebenen; welches moglich iſt, weil ML und 
XI, und ML und OQ in einerlei Ebenen liegen, und folg⸗ 
lich auch XY und 0 Q parallel ſind; fo entſtehen zwei Reihen 


von Prismen, äußere und innere, die einen wie NUV KLM, 
die andern wie NO KX U. Die Summe der erſten Reihe 


macht einen Körper aus, der größer iſt als die Pyramide, die 
Summe der andern Reihe einen Körper, der kleiner iſt als 


die Pyramide. Der Unterſchied des koͤrperlichen Inhalts dieſer 


beiden Koͤrper iſt dem koͤrperlichen Inhalte des unterſten von den 
‚ äußern Prismen ABSRCT:. gleich; denn 3. B. der Unterſchied 
der beiden Prismen KLV und KN ift der Körper XV, der 


12 Unterſchied der Prismen GH M und G W2 iſt der Körper 


— 


W, und es iſt leicht zu ſehen, daß die Summe aller dieſer 
Körper wie XV, WZ dem Prisma AT gleich iſt. £ 

Nun find alle, ſowohl äußere als innere Prismen, in 
beiden gegebenen Pyramiden einzeln gleich groß, weil ſte, we⸗ 
gen der oben erwaͤhnten Gleichheit der Groͤße der Schnitte, 
gleiche Grundflächen und darueben gleiche Höhe haben; alſo 
ſind auch die Summen der aͤußern und innern Pyramiden, 
desgleichen die unterſten Prismen A T in beiden gegebenen Py⸗ 
ramiden gleich groß. Dieſes kann mit völliger Sicherheit an- 
genommen werden, denn es wird ohne alle Dazwiſchenkunft 
des Unendlich kleinen, ſelbſt ohne Erhauſtion, bloß durch 
Congruenz bewieſen, daß Prismen von gleicher Hoͤhe und 
Grundfläche gleich groß ſind. Man ſehe unter andern den 
ſinnreichen Beweis davon im b ten Buch von e 
Geometrie. 


Die gegebenen emden ft ſind aber nun beide größer er | | 
| die Run Summen der innern Prismen, und Ae als dis 


N. 


| Summe der innern! rismen, 8 die . A nur 1 ae 
kleiner als die Summe der aͤußern. Folglich iſt der ‚größte 
mögliche Unterſchied der beiden dem bboerücger Sabel des 
unterſten ‚äußern Prisma's AT gleich. N DEE a 
Dt Hieraus laͤßt ſich auf zweierlei Art bie so meh | 
heit der Pyramiden ſchließen. Die eine beruht darauf, daß 
der Körper AT kleiner angenommen werden kann, als 9 
moͤgliche Größe, denn in der That iſt feine Hohe willküͤhrlich 
und kann alſo kleiner angenommen werden wie jede Groͤße, 
woraus folgt, wie bei Lacroix (Geometrie Seite 169.), daß 
der moͤgliche Unterſchied AT der beiden Pyramiden wirklich 
kleiner i, als jede mögliche Größe, und daß alfo die Pyras 
miden an Inhalt gleich find. Allein dieſer Schluß hat einige 
Schwierigkeit indem von einer Groͤße die Rede iſt, die kleiner 
ſeyn ſoll als jede mögliche ! ee N keine 
Größe iſt. 4 | | | es 
Deutlicher iſt lber folgende zweite Ares, „ 
Man gebe naͤmlich den innern und aͤußern Prismen ie a 
3550 eine willkuͤhrliche Hoͤhe und folglich eine willkuͤhrliche 
Größe, ſelbſt keinesweges eine ſehr kleine, z. B. um eine bes 
ſtimmte Zahl zu nennen, den vierten Theil der Hoͤhe der Py⸗ 
ramide zur Hoͤhe, ſo kann der Unterſchied des Inhalts der 
beiden Pyramiden von gleicher Hoͤhe und Grundflaͤche, mögli⸗ 
cherweiſe, wie bewieſen, obgleich nicht größer ſeyn als ein 
Prisma, welches die Grundflaͤche der Pyramide zur Grund⸗ 
flaͤche, und den vierten Theil der Hoͤhe der Pyramide zur 12 
Hoͤhe hat, ſo doch derſelben ſehr nahe kommen. Nun gebe . 
man dem Prisma, deſſen Hoͤhe willkuͤhrlich iſt, ſtatt des vier— 
ten, den ſechsten Theil der Höhe der Pyramide zur Hohe, 
fo wäre jetzt die Grenze des Unterſchiedes der beiden Pyrami - 
den von gleicher Grundflaͤche und Hoͤhe, ein Prisma von der 
Grundfläche der Pyramide und dem ſechsten Theil ihrer 
Hoͤhe, alſo moͤglicherwelſe eine andere Groͤße als vorhin. Sie 
waͤre abermals eine andere Groͤße, wenn man den Prismen 
wieder einen andern Theil der Höhe der Pyramide zur Hoͤhe 


> 


x 


— 


ben iR En. | Alſo ente ar Untere ö 
ben von gleicher Grundfläche und Hoͤhe, 1 ö 
eniſtitt, moͤglicherweiſe eine verf chiedene Größe ſeyn, 


daß ſich die Geſtalt der heiden Pyramiden aͤndert. Dieſes 
aber iſt unmoglich, weil zwei unveraͤndert bleibende Koͤrper 


nur einen Unterſchied, nicht ver ſchiedene Unterſchiede ha⸗ 


ben Eönnen« © Folglich iſt es unmöglich, daß die beiden Pyra⸗ 
miden an Inhalt ee And ige Ra an OR 


U 


halt gleich. 
Dieſe be Art des Beweises Euun 5 in ech n Fal, 


len nuͤtzlich ſeyn. Sie iſt dem Beweiſe des analytiſchen Saz⸗ 


zes, daß wenn in einer Gleichung nur eine Größe willkuͤhrlich 


iſt, dieſe Groͤße nothwendig Null ſeyn muß, nachgebildet, und 


man vermeidet durch dieſelbe die Schwierigkeit des weh 
kleinen und pn Re 


231. 


| Unter 900 ı mancher en des Sites vom Inhalt FR 
der Pyramiden giebt es noch manche, die in den Lehrbuͤchern 


ſelten oder gar nicht vorkommen. So 8. B. elde der 
nicht oft vorkommt. | 
Man ſchneide nämlich (Fig. 17.) die REN Pyramide 


mit einer der Grundfläche parallel laufenden Ebene DEF in 
der halben Hoͤhe, desgleichen mit einer, mit der Kante AP 


parallel und durch EF gehenden Ebene EF GH, fo entſteht 
ein Prisma DEFA GH. Ferner ſchneide man die Pyramide 


mit einer durch E gehenden und mit der Ebene PAC paralle⸗ 
len Ebene EGI, fo entſtehet ein zweites Prisma GEIHFG, 


— 


welches dem erſten an Inhalt gleich iſt. Denn vollendet man 


die Parallelepipiden LE und GM, ſo ſind ſolche, wie leicht 


zu ſehen, an Inhalt gleich, weil ſie gleiche Grundflaͤchen LH 


und GG, und gleiche Hoͤhen haben, die Prismen aber ſind 
die Hälfte davon. Nun werde die Grundfläche der gegebenen 


Grundflaͤche des Prisma's AGF, u a? und feine Hoͤhe z 
alſo fein Inhalt as h; folglich iſt der Inhalt der ar 
Pie AGH und Re zuſammen gleich + * Die nach 


J . \ 19 


Pyramide durch as, ihre Hoͤhe durch h bezeichnet, ſo iſt 00 0 5 


nden . und BIE fü find 
aber, mie leicht zu ze gen, eongruent, und der ganzen Pyramide 
ABO ahnlich. a 1 

obigen Theilung der ganzen Pyramide Ahnliche Theilung vor⸗ 
genommen werden. Aus jeder der beiden kleinen Pyramiden 
laſſen fi füc ch nämlich wieder zwei Prismen abſchneiden, die halb 
ſo hoch ſind, als die Prismen & GF und GIF, alſo 3 5 1 zur 


. haben, und deren Grundflaͤche ein Wertbeil der Grund⸗ 


flache der Prismen, alfo . a iſt, weil ein Gleiches mit den | 


kleinen Pyramiden im Verhältniß gegen die ganze Pyramide Statt 
findet. Alſo iſt der Inhalt der beiden Prismen aus jeder der 
kleinen Pyramiden der achte Theil des Inhalts der beiden 
Prismen AGF und GIF, folglich ift der Inhalt der Prismen 


aus den beiden e Pyramiden der vierte Theil jenes In; 


halts und folglich = 4. x ae h. 
Nachdem mit 9 der beiden kleinen Pyramiden DEFP 
und GBIE verfahren worden wie mit der Ganzen, bleiben 


4 f 
kann mit jeder von ihnen, eine der 75 


aus jeder wieder zwei kleine Pyramiden uͤbrig, aus welchen 5 


von neuem Prismen geſchnitten werden koͤnnen, die fuͤr zwei 


Pyramiden den achten Theil des Inhalts der vorigen, alſo % 


für alle vier Pyramiden den vierten Theil jedes Inhalts zum 
Inhalt haben und deren Inhalt folglich . . K a3 h iſt. 
So kann man ohne Ende fortfahren, und es iſt klar, daß 
die Summe aller Prismen ohne Ende, den Inhalt der Py⸗ 
ramide genau ausmacht; alſo iſt der Inhalt der Pyramide 


as h ee 1 e oder gleich 


76 a Sa Lese nenne ae). Es ift aber 5 


= - a Re ER Der Ende; alte ift der Inhalt der 
1 

„„ 1 

dem dritten Theile eines Prisma, welches die Grund⸗ 


ae Pyramide gleich ah R = = a h oder gleich 


fläche a der Pyramide zur ig und ihre ERS 1 zur N 


Hoͤhe hat. 


8. 
l 


Abzug d ider a von Ber gegebenen. Ppramide, 
% übrig bleibenden beiden Pyramiden D EFP 


„ 
4 


* 


x 


\ 


m e e 15 Inhalt der . 


. zu finden, iſt derjeni en Anwendung der Wing 
veränderlichen Größen auf eometrie nachgebildet, die ich in 
einer kleinen Schrift über dieſen Gegenſtand, Berlin | bei Maus . 
rer 1816, vorgetragen habe und die mir einer e | 
b dieſer Rechnung angemeſſen ſcheint. ig 

Die Grundfläche der gegebenen Pyramide werde wie ob 
durch a®, ihre Hoͤhe durch * die Entfernung eines beliebigen 
mit der Grundfläche parallelen Schnitts der Pyramide von 
ihrer Spitze, durch x, die, Entfernung eines zweiten Schnitts 5 


unter dem vorigen von dieſem, durch k bezeichnet, fo iſt die 


Fläche ‚des erſten Schnitts, weil ſich die Schnitte wie die 


x? 


Quadrate der r Höhen verhalten, +, und die lache des 
Gn Kk) 


weben Sänitts =, a”. Nun iſt, wenn man, wie 


in Bi 16. ein Auferes = ein inneres Prisma zwiſchen den 


beiden Schnitten bildet, der Inhalt des erſten k E. a2, 


x? 


ber Iahalt des andern = k 5 * Zwiſchen beiden lr 


BR der Inhalt der abgekuͤrzten Pyramide zwiſchen den beiden 


‚?# 


Schnitten. Es giebt alſo allemal einen Schnitt zwiſchen den 


beiden, deſſen Product in die Höhe k, den Inhalt der abge⸗ 
kuͤrzten Pyramide ausdruͤckt. Die Entfernung dieſes Schnitts 
von dem erſten Schnitte fey x, 05 kann der Inhalt der abge: 


a 


klrzten amide durch K a? bezeichnet werden, wo 


x eine lee iſt, die allemal e o und k liegt. Um die 
Form des Ausdrucks fuͤr den Inhalt der ganzen Pyramide zu 
finden, nehme man an, der obere Schnitt ruͤcke hinauf bis in 
die Spitze, der untere bis in den obern, fo it x = o und K 

= XK. alſo der Inhalt der Pyramide bis auf den obern Schnitt 


XR 2 


Fra . 45. Da aber ⸗ eſchen o und x liegt und eine 


N 


— 


ramide bis auf . Set, d die r 


el: der Pu 


Re. 1 
Nun iſt bien obige abgekürzte Pyramide zwichen 1 1 beiden 


Schnitten nichts anders als die Veränderung der ganzen Py⸗ 


ramide von der Spitze an bis auf den obern itt, die 


entſteht, enn man X + K ſtatt x ſetzt und die obere 7 
ramide davon wiederum abzieht, alſo iſt 


m dk + 3xk En wire hie 88 2 * er ”) be 
3* m . 3X Km Km RK ＋ 2 + 2 e 
Die Größe k iſt aber willkuͤhrlich und alſo auch * well * 
zwar moͤglicherweiſe auch von x abhängen koͤnnte, abet doch 


P e 


auch nothwendig von k abhangen muß, und alſo auch will⸗ 
kuͤhrlich iſt. Alſs koͤnnen in der obigen Gleichung K und „ 


nicht vorkommen, denn fonft würde x davon abhängen. Folg⸗ 


lich muͤſſen die Glieder die kein K und = enthalten fir ſich 
gleich ſeyn. Mithin muß ſeyn Zum D x* und folglich m 
2 7. Nun war die Form des Ausdrucks fuͤr den Inhalt der 


mx 
= aM 1180 it der Ausdruck I den Behn 


x 5 9 
7 X 3 


Pyramide 


2 Br as. Den ganzen Inhalt bi Pyramide erhält r man für | 


x—h, alſs iſt der Ausdruck deffelben Ta? h; folglich it der 


d ein n Seit BR 1 


un 


# 


* 


N 


Inhalt der Pyramide gleich einem Drittheil des Product ihrer 5 


Grundfläche in die Höhe. Man fießt, daß dieſes Verfahren 


* % 


nichts anders als die Integration eines Differentials iſt, um % 


das Unendlichkleine iſt dabei nicht e 


U 


* 


Bemerkungen uͤber die Variations ⸗Rechnung. a 


N 


s 1 
In den Aufgaben für die Rechnung mit veraͤnderlichen Grd⸗ 
Ben, oder für die fogenannte Differential- und Integral⸗ Rech⸗ 
nung kommen theils unabhaͤngig⸗ oder willkuͤhrlich⸗ veraͤnderliche, 
theils von jenen abhaͤngende, zuſammengeſetze Groͤßen vor, und 
die geſammte Veraͤnderung eines gegebenen Ausdrucks entſteht 

5 durch die willkuͤhrliche Veranderung der unabhängigen Größen, 
und durch die Wirkung dieſer auf die zuſammengeſetzten. In 
der Regel wird den zuſammengeſetzen Groͤßen, etwa außer der 
Veraͤnderung, die ſie durch die willkuͤhrliche Veränderung der 
unabhaͤngig-veraͤnderlichen Größen, oder der Elemente der Aufs 
gabe erfahren, keine andere Veraͤnderung mehr beigelegt. Es 
koͤnnen aber Fälle vorkommen, in welchen ſich entweder die 

zuſammengeſetzten Größen verändern, während die einfachen 
Groͤßen oder die Elemente bleiben was ſie find, oder in wel 


chen die zuſammengeſetzen Größen, außer den Veränderungen 


die von der Veraͤnderung der Elemente herruͤhren, noch beſon— 
dere willküͤhrliche Veränderungen leiden: Faͤlle alſo, in welchen 
den zuſammengeſetzten Groͤßen Veraͤndernngen beigelegt werden, 
die nicht, wie gewohnlich, von der Veraͤnderung der Elemente 
herrühren. Dergleichen Faͤlle ſind die, in welchen man, nicht 
ſo wohl von einem Punkt des Gegenſtandes, den ein gegebe— 
ner Ausdruck bezeichnet, zu einem andern Punkt deſſelben Ge⸗ 
genſtandes, ſondern von dem gegebenen Gegenſtande zu einem, 
durch Veranderung aus demſelben entſtehenden andern fortſchrei⸗ 
tet, ſo daß der Gegenſtand ſelbſt ſich aͤndert. Wenn z. B. eine 
Gleichung zwiſchen X MP und x= AP Fig. 18. die krumme 
Linie BMR bezeichnet und x iſt die unabhaͤngig-veraͤnderliche, 


DE u 19 


abhengenbe Site, ſo . in der 90 


1 benen Curve B ‚MR, von M nad einem andern Punkt R, da⸗ 


durch fort, daß man der willkuͤhrlich veränderlichen Große = 
irgend eine Veränderung PO = k beilegt; denn da y von x 
abhangt, ſo gehort zu x ＋ k ein anderes I,. und zwar das⸗ 
jenige, welches dem Punkt R entſpricht. Hier erfährt die 
Glröoͤße y dadurch eine Veränderung, daß ſich x ändert. Veraͤnderte 


hingegen die Curve BMR ihre Geſtalt, und würde etwa 4 


zur Curve BNS, auf irgend eine Weiſe, und nach irgend einem 
Geſetz; fo verändert ſich jetzt die Ordinate PM = y ohne 


* 


77% 


2 * 


L 


daß x irgend zu⸗ oder abnaͤhme, denn zu dem nämlichen AP le 


= x, gehören jetzt zwei verſchiedene Ordinaten PM und PN. 


Dieſer Fall mit der Curve iſt ein bloßes Beiſpiel, vielleicht 
eins der einfachſten, und es kann viele andere Faͤlle geben in 


welchen die zuſammengeſetzten Groͤßen Veraͤnderungen erfahren, 


die nicht von der Veraͤnderung der Elemente herruͤhren. 3. B. 
Statt der Curve kann ſich eine krumme Flaͤche verändern, oder 


vielleicht ein Koͤrper, deſſen Oberflaͤche oder Geſtalt die in 
Rechnung kommenden veraͤnderlichen Groͤßen ausdruͤcken, kann 


ſeine Stelle veraͤndern oder ſich bewegen, alſo die Ordinate 


für einerlei Abciſſe verſchiedene Punkte beſtimmen muͤſſen u. f. w. 
auf mannigfaltig verſchiedene Weiſe. 7 


Da nun durch die Veränderung des Gegenftandes (elf, | 


die, wie bemerkt, etwas anders, außer dem Reſultate der 


Wechſelwirkung der, einen und denſelben Gegenſtand ausdrük⸗ 


kenden veraͤnderlichen Größen liegendes iſt, vielerlei Fragen 
beantwortet werden koͤnnen, die auf die gewöhnliche Weiſe 
weit ſchwerer aden gar nicht zu loͤſen ſind, ſo ſind Mittel no⸗ 


thig, dergleichen Veraͤnderungen in Rechnung zu bringen. N | 


Z. B. wenn gefragt wuͤrde, welche von den verſchiedenen, etwa 


zwiſchen gegebenen Punkten, oder zwiſchen andern gegebenen 


Linien moͤglichen Curven, diejenige ſey, welche dieſe oder jene 
Eigenſchaft hat, z. B. wenn die Linie geſucht wird, welche dis 


Eigenſchaft hat, daß ſie zwiſchen gegebenen Grenzen die mög, A 


lich kuͤrzeſte iſt, oder daß ein in derfelben ſich bewegender 
ſchwerer Koͤrper, in der moͤglichſt kuͤrzeſten Zeit, von der einen 


ur ‚gegebenen Grenze bis zur andern gelangt, oder daß ein Faden, 


\ 


12 r die 5 Linie pr 15 
er ihn beliebige gegebene Kräfte wirken u. ſ. w. „ ſo e 
allemal Uebergänge von einer Curve zur andern; denn dad 


daß man die möglichen Veränderungen der Curbe betrachtet, 
. laßt ſich diejenige Curve unter den uͤbrigen herausfinden, welche 


der Aufgabe Genuͤge thut. Bei allen ſolchen Aufgaben alfo 


kommt es, wie geſagt, darauf an, Veränderungen der 


zuſammengeſetzten Größen, die nicht von den 
Veränderungen der Elemente ee in 89 
e . 


* 
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\ | Man pflegt denjenigen Theil der Rechenkunſt, in welchen 


ſolche Veränderungen in Betracht gezogen werden, Varia- 


tions: Rechnung. zu nennen. Im Deutſchen koͤnnte man 
ihn Formverwandlungs⸗Rechnung, oder kuͤFrzer Ver⸗ 


wandlungs⸗Rechnung nennen, weil dabei in der That 


von einer Veraͤnderung der Form der Abhängigkeit der zuſam⸗ 
mengeſetzten Größen die Rede iſt. Der Umfang biefer Rech⸗ 


nung iſt ſehr groß. Lagrange hat ſogar die gefaminte Me 


chanik auf die Variations-Rechnung gegründet. Die Verwand⸗ 
lungs⸗ Rechnung iſt aber nicht fo ſehr von der übrigen Rech⸗ 


* 


nung mit veränderlichen Größen, oder der ſogenannten Diffes | 


rential⸗ und integral: Rechnung verſchieden, daß fie eben eine 
eigene neue Rechnung ausmachen durfte. Sie beruht mit ihr 


auf einerlei Grund⸗Idee, naͤmlich auf Veränderung der 
Groͤßen, und gehoͤrt alſo ganz in die Rechnung mit veraͤnder⸗ 
lichen Groͤßen. Außer dem in der uͤbrigen Rechnung nicht 
vorkommenden Haupt⸗Umſtande, daß Veränderungen der zus 
ſammengeſetzten Größen in Betracht gezogen werden müffen, 
die nicht von den Veraͤnderungen der Elemente abhaͤngen, be— 
darf fie weiter keiner neuen Prineipien, ſondern bedient ſich, 


obgleich fuͤr jenen Umſtand neue Zeichen allerdings bequem ſind, 0 


ganz der Grundſaͤtze der Differential-Rechnung. Ira 


Die Variations Rechnung iſt noch faſt nirgend einen 


1 x vorgetragen, das heißt fo, daß man ſich jeden Augenblick, im 
1 75 Fortgange der ii eine klare Vorſtellung von dem 


dem Spiele bliebe 


= lungen vom 13 5 5 benden aus 
x welche ſich leider gern ſelbſt in die Wiſ⸗ 
ſenſchaft der Wahrheit, in die Mathematik eindrängen möch⸗ 
ten. Dieſe ſind aber hier grade am unheimlichſten. Denn iſt 
etwas wirklich wahr, ſo muß es ſich auch ſo klar und deutlich i 
vortragen laffen, daß es Jedermann begreifen kann, und der 
Vorwand, daß etwas zu dem ſogenannten Hoͤhern gehöre, iſt i 
eigentlich immer nur ein Geſtaͤndniß mangelhafter ea 
Ein Gegenſtand kann verwickelt ſeyn, das heißt, es konnen 
viele Schluͤſſe auf einander gebaut werden müſſen, ehe man 
zum Reſultat gelangt, welches auch in der Variatlons⸗Rech⸗ 
nung der Fall iſt, allein durch die Verwickelung wird nie et⸗ 
was zum Hoͤhern. Das wirklich Hoͤhere liegt in den Elemen⸗ 
ten, deren erſte Prinzipien, bis zur Quelle, allerdings unzugängs 
lich find, und ſtatt deren vernünftige Ariome Statt gegeben 
werden müffen, nie aber im Zuſammengeſetzten; denn ehe ſich 
diefes, wie ruͤckwaͤrts die Elemente, vorwaͤrts im e 75 
verliert, iſt wahrſcheinlich der Weg noch weit. 

Zwar iſt das was Lagrange, der Erfinder der Varia- 


tons; Rechnung, in der Theorie de fonctions, und beſonders 1 


in den Lecons, desgleichen Euler, der an der Entwicklung 
dieſes intereſſanten Theils der Rechenkunſt ſo großen Antheil 
hat, an manchen Orten vortragen, eben fo einfach als klar, 
und ein herrliches Denkmal des Scharfſinns dieſer großen Leh⸗ 
rer; aber eines Theils haben dieſelben, beſonders Lagrange, 
nicht eigentlich die Abſicht gehabt, ihren Gegenſtand Jedem 
zugaͤnglich zu machen, ſondern ſie wollten nur Andeutungen 
fuͤr die geben, die ihn ſchon kennen, andern Theils ſind die 
Schriften dieſer Meiſter in fremden Sprachen verfaßt. Im 
Deutſchen iſt die Variations Rechnung meines Wiſſens nach 
wenig bearbeitet. Was ich ſelbſt daruͤber in dem erſten Bande 
meines Verſuches der Rechnung mit veraͤnderlichen Größen 
(Göttingen bei Vandenhoek, 1813.) geſagt habe, iſt zu weit⸗ 
laͤuftig und bei aller Ausführlichkeit dennoch nicht klar und 
bis auf den Grund eindringend, auch konnten daſelbſt, nach 
der Beſtimmung der Abhandlung, keine Beiſpiele und Anwen⸗ 


4 


8 


10 


- 


anschaulicher und deutlicher bs 9 5 1 e nige 
Beiſpiele und Anwendungen hinzufügen, die, vorzüglich zur Er⸗ 
läuterung zu dienen pflegen. Um aber die Abhandlung nicht 


zu ſehr zu verlaͤngern, will ich vorlaͤufig nur bei den Anwen⸗ 


dungen in der Geometrie ſtehen bleiben und die Anwendungen 5 


in der Mechanik, durch welche ſich beſonders Lagrange ein ſo 


| großes Verdienſt erworben hat, fuͤr ein andermal aufbehalten. f 


In einem Lehrbuch muͤßte die Variations-Rechnung un⸗ 
mittelbar auf die Differential-Rechnung folgen, weil fie die 


1 Principien derſelben bedarf. Es wird alfo hier, der Kürze 


3 


4 wegen, die Differential s oder Ableitungs-Rechnung in ihrer 


ganzen Ausdehnung vorausgeſetzt, beſonders ſind die Principien 
derſelben in ihrer ganzen Allgemeinheit noͤthig. Dieſe letztern 
finden ſich, beſonders ſo, wie ſie zu dem gegenwaͤrtigen Zweck 
nöthig find, in dem vorhin erwahnten erſten Bande meines 
Verſuchs uͤber die Rechnung mit veraͤnderlichen Groͤßen. Die⸗ 
ſerhalb und auch wegen der Bezeichnung, die ich aus Ueber⸗ 
zeugung und nach dem davon abermals hier im erſten Bande 
dieſer Abhandlung gegebenen Beweiſe für die ar halte, muß 

255 auf jenes ak Oerpei[i 75 * 
Mittel, EINEN zuſammengeſetzter 
Gilgen auszudrucken, die nicht von den Ber 

eee ihrer Elemente bereuen 


Wenn die Veraͤnderung einer zuſammengeſetzten Groͤße 


b nicht von ihren Elementen herruͤhrt, gleichwohl aber die Ber 


zeichnung der Abhaͤngigkeit der veraͤnderten Größen nicht auf 
gegeben werden darf, ſo kann die Veraͤnderung durch die Ele- 
mente allein nicht bezeichnet werden; denn wollte man aus den 


Elementen eine Groͤße zuſammenſetzen, die von der gegebenen 


abweicht, fo wuͤrde die urſpruͤngliche Abhaͤngigkeit aufhören, 
und die veränderten Größen würden mit den a gar 


rue rei. haben. ; 
Die 


cl 
ae 


N 


fremde Größen gi 
Ohne Zweifel kann ſolches auf mente Weiſe ge: 
ſchehen. Waͤre z. B. y eine, von dem Element x ahhaͤngende 
Größe, fo koͤnnte man für das veraͤnderte y ſetzen y Te, 
wo s irgend eine neue von x abhaͤngende Groͤße iſt, oder 
1 ke, wo k eine zweite neue, etwa conftante Größe iſt, 


1 2 
oder y 13 ke —. OR wo e, e, 2...k... lauter neue Größ 


ſen ſind. Der Ausdruck der Veränderung iſt aber nicht gan 
willkuͤhrlich, vielmehr iſt: 


A 


habe, wo die neue veraͤndernde Größe iſt, y. 1, 2 a 


Erſtlich unftreitig die einfachſte Beziehung die beſte. 


g Zweitens muß der Ausdruck jeder Veraͤnderung nothwen⸗ 
dig von der Art ſeyn, daß die veraͤnderte Groͤße in ihren ur- 


fprünalichen unveränderten Werth zuruͤckkehrt, ſobald man die 
verändernden Größen gleich Null ſetzt; denn eben das iſt das 


Mittel, um den Zuſammenhang des veraͤnderten neuen Werths ö 


der zuſammengeſetzten Größen mit dem urſpruͤnglichen anzudeu⸗ 


ten. Eine Größe die nicht auf die gegebene Groͤße zuruͤckkame, 
wenn man die veraͤndernden Größen Null ſetzt, oder wieder 


hinwegnimmt, wuͤrde gar nicht aus der gegebenen entſtanden 
ſeyn, ſondern eine völlig andere neue Größe ſeyn. 35 

Drittens erfordern alle Anwendungen der Rechnung mit 
veraͤnderlichen Groͤßen eine gewiſſe beſtimmte Form der veraͤn⸗ 


1 


derten Größen; nämlich die, in welcher die willkuͤhrlichen oder 


unabhaͤngigen, einfachen, veraͤndernden Groͤßen nur in Pos 
tenzen von ganzen poſitiven Exponenten vorkommen; denn die 
Coefficienten dieſer Potenzen haben an den Gegenſtaͤnden auf 


welche fi ſich die Rechnung bezieht, gewoͤhnlich beſtimmte Bedeu⸗ 
tungen und hängen von einander nach beſtimmten Regeln ab. 


Aus dem erſten Erforderniß folgt, daß man die Veraͤnde— 


rung durch ſo wenig neue Groͤßen als moͤglich, alſo wenn es 


angeht, durch eine einzelne Groͤße muß hervorzubringen ſuchen. 
Das zwelte und dritte Erforderniß verlangt, daß die ie derne 
Groͤße die beſtimmte Geſtalt 
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N 
wo — (KA, %), u. ſ. w. Größen find, die x 100 


* Größe nicht Ba al die K 1 3 
wenn man x = o ſetzt, ſondern „kommt auch nur in RER 


zen von ganzen poſt tiven Exponenten vor. 02 1 
Dieſe Wenne fan nun folgende duet. ag 
| 236. e 


Es ſey a vorhin, die, z. B. von einer e ver⸗ 


änderlichen Größe x, auf irgend eine Wetſe abhaͤngende Groͤße 


y, gleich fx, Soll dieſe Groͤße y eine Veraͤnderung erleiden, 
ohne daß ſich x ändert, fo führe man, auf irgend eine bes 
liebige Weiſe, eine neue Größe * ein, jedoch fo, daß das 


veränderte y, welches durch y + Ay bezeichnet werden mag, 


auf zurüdfomme fobald man x = o ſetzt. Man mache 
5 alſo auf beliebige Weiſe aus y = fx die Größe 7 Ay 


2): . wenn y = log. x wäre, fo konnte man für 


. + Ay ſetzen, a, log. (x ＋ 0 oder log. . U e 


— N 
oder log. e oder log. (x 1 sin. x) oder log. x cos. . 


u. ſ. w., welche Ausdrucke alle wieder 305 x geben, ſobald 


man = — 0 ſetzt, und alſo, obgleich unzählige ſolche willkühr⸗ 
liche Ausdrucke moͤglich find, ſaͤmmtlich der erſten und zweiten 


Bedingung entſprechen. - 727 
Es kommt nun darauf an, wie die dritte Bedingung zu 


erfüllen, das heißt, wie k (X, „) in einem Ausdruck zu ent⸗ 


wickeln ſey, der x nur in Potenzen von gantz poſitiven em. 


been enthaͤlt. 


Dieſes geht ganz Mae durch dle Ableitungs Rech⸗ 
nung an. Man verändere naͤmlich den Werth von = (denn x 


ſoll ſich nicht verändern) z. B. um K, fo erhält man k („ U, 


worin x eine Conſtante iſt. Nun iſt eine Reit dem Ir 
genannten taylorſchen Lehrſatz 


k 2 
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3 enn went durch eine vor das e Null angedeutet wird, 
daß „o geſetzt werden ſoll. Endlich mache man . wil⸗ A 
a ek der Größe „ gleich, ſo erhält man; 3 


. 


. 2 de 3 
ie 358. rat re oe, 


# * = 


In dien Aushruc Enthtten die Größen 5 & 2), 21 Ge, a 


ee | 
1 ut 65 N kein „mehr, 1 85 dieſe Größe ift innerhalb 


derselben gleich Null geſetzt worden. Alſo kommt in dem Aus- A 
drucke, „ nur in Potenzen von ganzen poſitiven Exponenten vor, 5 
naͤmlich als Coefficienten zu den eben genannten Groͤßen. Grade 


ſo war aber der Ausdruck nöthig, und folglich iſt dieſer Aus⸗ 5 


druck von der Art, wie er fuͤr die, ohne Aenderung der Ele⸗ 


mente veraͤnderte abhängige Größe, paß. a 


N ‚Um diefe allgemeine Entwickelung durch ein Beispiel noch deut g 
licher zu machen, ſey⸗ wie oben, ne x,undy+ Ay oder 
' d 5 
1 (x, * . — log. 6. cos. 5. 0%. ſo iſt = (* ig u log. (cos. 95 


® : ; 
1 2 I 


d cos. Sec.“ 


= — e 45 N 1 N 
e der: ang. x Ban iſt eine Sonftänke) | 
ra | 5 g d? 4 

5 f . 5 „ (ang. .) = = sec.» ee £ (x, 9 1 
* * 


S2 sec. 4 5870 22 sec. % ung » sec. sec. 22 tant 5 an 


tt N (2 sec. x? tang. x) = 486 * tang. »* 1 
2 

u. 10 w., alſo iſt erftich, nach der Formel (S. 235.) / 
blos. 5 log. zone klang 24 


3 


e sec. & A 
e 5 D 2 


2 Sec. ® Ae Ih RN, 


— 


me. man ferner die wut: . K der Gs. „e, 
10 ig man 10 * 


1 
5 16. 


K 2 K 
Es = log «eos. log «+ (© 2 1 


welches die verlangte Entwickelung der, ohne Veränderung des 
Elements, willkuͤhrlich veränderten Größe log. x iſt, in welcher, 
wie es ſeyn fol, K nur in Potenzen von ganzen poft tiven Expo⸗ 
nenten vorkommt, und welche die Eigenſchaft hat, daß daraus 
wieder, wie es ebenfalls ſeyn ſoll, das urſpruͤngliche log. x 


N wird, fobald man x — 0 feßt. 


Reh 


Der Ausdruck (353.) ift alfo die Grundgeſtalt, für alle, 
dank: Veranderung der Elemente entſtehende, e Ver⸗ 
aͤnderungen abhaͤngiger Größen. | 


Be 99 95 237, “ x 
In dem Ausdruck ah | 5 Sa 
£ N = K @, 0x) + 2 (x, 0x) + < IA. 2 1 00. . 


01 welchem FG, 727 e von x hecsaibteb; für die 8 
übrigen Großen f (X, or), 7 4K (x, ox) ꝛc. das iſt, was Ehe } 
1 1 ee nennt, enthalte die Groͤßen 
t, 0K) = 80 OR), u (X, o) u. ſ. w., wie geſagt, 


fein » x, ie ſolches darin S 0 geſetzt worden iſt, alſo nur x. 

Sodann haͤngen die Groͤßen nach einerlei Art jede von der vor⸗ 
d 

bergebenden ab; denn, um — f (x, ox) zu finden, muß, wie 


aus der obigen Entſtehung des Ausdrucks folgt, in k (x, 0%) 
das = o geſetzte * hergeſtellt, 90 erſte Ableitung nach * ges 
nommen und in dieſer wieder x = o geſetzt werden. Genau 


cd? d 
RL muß verfahren werden, wenn — 2 f G, 0%) aus — f 6. 80 


1 ee Ale boa oe 
ie daß f 0 die 8 obe 5 f (x, 630 durch irgend ein vor fx 


Ne Zeichen! andeuten lügt, um. ihre Abſtammung von b 
oder die oben beſchriebene Operation, mittelſt welcher ſie aus 
fx oder f (x, 0x) gefunden wird, anzuzeigen und daß dann 
das naͤmliche Zeichen fuͤr die übrigen Größen wiederholt werden 
muß, weil die Operation wiederholt wird. Man bedient ſich 
zu dieſem Zeichen gewoͤhnlich eines N, welches aller dings paſſend 
iſt, weil die Operation, die ? bezeichnen fol, nicht allein der 
Ableitungs Operation, welche man durch d anzudeuten pflegt, 
aͤhnlich iſt, ſondern ſogar davon abhaͤngt. Man kann alſo 


354. f 6 b LDH fx * 20 i 


ſchreiben, worin die Groͤßen Ax, daf x, Dex RER bloß von *, 
nicht von » abhängen. Die erſte Größe Ix wird, um es zu 
wiederholen, aus kx gefunden, wenn man in kx, willkuͤhr⸗ 4 
lich eine neue Größe,» einführt, oder, was daſſelbe iſt, die 
in der Größe k (x „) als Null geſetzt zu betrachtende Größe „ 
wieder herſtellt, von der Groͤße kx, die erſte Ableitung nach 
* nimmt und in dieſelbe „So ſetzt. Die zweite Größe de kx 
wird genau eben ſo aus der erſten d fx gefunden u. ſ. w. 
Daher die nothwendige Wiederholung des Zeichens 4 

Wird kx durch y und k (x, „) wie oben, durch y Ay 
bezeichnet, ſo iſt a 


‚355. y+ Ay=y 1 57 2 . C. 1 


Gewoͤhnlich nennt man die Größen dy, y Bariatios 
nen von y, allein in fo fern das Wort Variation, Veraͤnde- 
rung ausdruͤckt, iſt vielmehr Ay die Variation von 5. Man 
verwechſelt, vermoͤge des Begriffs des Unendlich Kleinen, die 

Coefficienten Ny, da y mit der geſammten Veraͤnderung Ay, 
wenn man die Benennung die Ay zukommt den Coefficienten 
Ny, de y. .. beilegt. Sollen dieſelben eine nicht deutſche Ber 
nennung erhalten, ſo muͤßten fie Variations-Coefficienten 
heißen, eben fo wie man dy, dy... DifferentialsCoef 


* 


* werden, Be oder Me 
Operation nennen, weil wirklich von einer Verwandlung der 
Abhaͤngigkeits Form der zufammengeſetzten Größen die Rede iſt. 
Die Wahl der Sprache aus welcher die Ausdrucke genommen | 
werden, ſteht allerdings in eines Jeden Belieben, nur darf 
man nicht wohl eine Benennung, welche einem Dinge zukommt 


g 9 einem andern, oder mehreren zugleich geben, weil ſonſt OR 
wechſelungen entſtehen. ; . 
Dia hier nicht etwa an das Unendlich-Kleine, auch nur 


* 


auf das Entfernteſte gedacht wird, und » keinesweges etwa eine 
ſogenannte unendlich⸗kleine Große ſey, noch viel weniger Ny, 
de 5 . . , die vielmehr alle recht groß und größer ſeyn koͤnnen 
als x und * Bi bedarf kaum der Erinnerung. 
SE 0 238. e 
Bis jetzt iſt angenommen, daß die zuſammengeſetzte Größe 
V nur von einer unabhängig veränderlihen Größe x abhaͤnge. 
Es ändert ſich nichts, wenn y auch von mehreren Elementen 
1 weil die Elemente allemal fuͤr die Formverwandlung 
der Größen, Conſtanten ſind. Waͤre z. B. 2 eine Groͤße, die 
von mehreren, z. B. zwei unabhaͤngig⸗ veraͤnderlichen Groͤßen 
v und y abhängt, wie eine der drei Coordinaten einer krum⸗ 
men Flache, ſo waͤre nach wie vor | 


2 „„ 
356. 2 ＋. Amer Fi 855 23 EeR f 
Denn die Größen dz, dez, Pz... richten ſich lediglich nach 
der Art des Hinzutretens der neuen Größe «, und es if 
gleichgültig ob 2 eine oder mehrere unabhaͤngig⸗ verdnderlice 8 
Großen x und 7 enthält, 


* 


239. - 
Da die Grundregel für alle Operationen der Abliitungs⸗ 


t * 


Rechnung die iſt, daß ſich die Ableitungs Operation fuͤr die 


7 


Ableitungen der hoͤhern Ordnungen wiederholt und das naͤmliche Ka 


5 
Nr 
. 


8 * 


— 


ations⸗ aui Statt finder, fo haben die 1 40 
a safe die e, oder e 
op 5 „ Agen e vollig einerlei Algorithmus. Daraus an 
folgt, daß alle Operationen der Difeerenfial-Rechnung, bei 
welchen es bloß auf die Wiederholung der Ableitungs + Overa⸗ 2 
tion ankommt, alſo alle Operationen, bei welchen noch nicht 
auf eine beſtimmte Abhangigkeit der zuſammengeſetzten 775 5 
Großen von den Elementen geſehen wird, auch hier unveraͤn⸗ 
dert Statt finden. Es iſt alſo hier, weil die Ableitungs ⸗ 
Rechnung vorausgeſetzt wird, nicht noͤthig, die Wirkung der 
Verwandlungs Operation auf alle die verſchiedenen, weiter zus 
ſammengeſetzten Größen, welche Gegenſtaͤnde der Ableitungs⸗ 
Rechnung ſind, nebſt der Ruͤckwirkung auf die einfachen, 
das Uebertragenß der Abhaͤngigkeit auf andere Groͤßen u. dgl. 
beſonders abzuhandeln. Alles was davon die Ableitungs Rech⸗ 
1 lehrt, gilt sun Man darf nur 1 9 d Sitten 
| 2 N, 
240. RN 
In wie fern etwa aus der Variations Rechnung, in der 


Anwendung auch auf Gegenſtaͤnde der Ableitungs Rechnung, 


fuͤr die Rechenkunſt, oder ſonſt Vortheil zu ziehen ſey, mag 5 


dahin geſtellt ſeyn. Statt deſſen ſoll nur insbeſondere von ſol⸗ 


chen Anwendungen die Rede ſeyn, die der Variations Opera⸗ 


tion eigenthümlich angehören. Dieſes ſind diejenigen, wo auf 


die gegebenen Größen ſchon vorher die Ableitungs: Wen 2 = 
angewandt worden iſt, und nicht ſowohl von den gegebenen 
Ableitungen, als vielmehr von ihren Stammgroͤßen (Integra- 
len) Dieſes oder Jenes geſucht wird. Wenn ie B. in dem 
obigen einfachſten Beiſpiel die Frage Wess: welche unter allen 
möglichen Linien zwiſchen zwei beſtimmten Punkten die kurzeſte 
ſey, ſo iſt nicht der Ausdruck der Länge der geſuchten Linie ges 
geben, ſondern, naͤchſt der Bedingung der Aufgabe, nur der 
allgemeine Ausdruck der erſten Ableitung der Länge einer bes 
liebigen Linie, welche bekanntlich |/Cı + dy?) iſt, und wei⸗ 
ter Nichts. Es ſoll alſo gefunden werden, für welche Linie die 


erſte Stammgroͤße von /(ı + dy?) die moͤglichſt kleinſte 
ſey, zwiſchen gegebenen Grenzen. Hier nun, findet die Va, 


8 


1 


x 
* 


ge Bee. Ordinate 1 von uber Abe x Me geht 
von einer möglichen Linie zur andern über, und erhält alſo 
einen Ausdruck, der auf alle mögliche Linien zwiſchen den gegen 
benen Grenzen paßt. Aus der Zahl der moͤglichen Linien laßt 
ſich dann, wenn man die gegebene Bedingung, daß die Linie 
die moͤglichſt kleinſte ſeyn ſoll, in Rechnung bringt, die verlangte 
Linie herausſuchen. Es kommt alſo insbeſondere auf die Zu⸗ 
ſammenwirkung der Verwandlungs- und Ableitungs Oper 


ration, oder auf die Ausuͤbung der einen Operation auf Groͤßen 


an, auf welche die andere ſchon angewandt worden, und 
We iſt Folgendes zu bemerken. u. 


U 


. Aufammenwirtuns der Verwandlungs⸗ und 
Ableitungs⸗ e 3 


241. 


„Gan! aug mel if die Regel, daß die Ordnung, in wel⸗ 
RR die beiden Operationen auf einander folgen völlig‘ gleichguͤl⸗ 
tig iſt. Dieſes iſt für das geſammte Reſultat der Operation 


e ſich ſelbſt klar, und laͤßt ſich auch leicht durch ein Beiſpiel 


verſinnlichen. Denn, wenn ſich in der obigen 18 ten Figur 
zuerſt die Abhaͤngigkeit der Ordinate PM = y von der Ab⸗ 
eiſſe AP — x, verändert, fo geht die Ordinate in NP, alſo 


zu dem Punkt N über. Veraͤndert ſich darauf der Werth der 


5 


- Abeiffe, und hierdurch dle Ordinate, ſo geht die letztere in 
die Ordinate SQ, oder zu dem Punkt 8 über. Veraͤndert 
ſich hingegen zuerſt der Werth der Abeiſſe, und hierdurch der 
Werth der Ordinate PM, fo geht ſolche in die Ordinate QR 
und folglich zu dem n PR über. Veraͤndert ſich darauf 
die Abhängigkeit der Ordinate von der Abeiſſe, fo geht die 
Ordinate ebenfalls in 2s oder zu dem Punkt S uͤber. In 
beiden Faͤllen iſt alſo das Reſultat das naͤmliche. 

Allein dieſe Gleichguͤltigkeit der Folgeordnung der Opera- 
tionen findet nicht bloß für die gef ammten Reſultate, ſondern 


nuch für eee tenen der r einjlnen’ E 1 

65 drucke Statt. ; Dieſes aber muß af e ee | 0 

werden, denn die Coefficienten kann man einzeln nicht in den, 1 
Beiſpielsweiſe angenommenen, Figuren ſehen. 

Es ſey alſo y = fx eine von * abhängende Büste, % 
welche beide Operationen, der Form Verwandlung nd dee. 
Werth Veränderung (des Bariirens und Differentülrens) ange⸗ 10 

| wendet, das heißt, in welcher ſowohl dem Elemente x eine 
N Werth Veraͤnderung beigelegt, als die Form der Abhängigkeit 9 
der Größe y von & verwandelt werden foll. 
Aendert ſich zuerſt der Werth des Elements x, z. B. um 
5 *. ſo geht bekanntlich y in 9 8 Be, 


er. 
0 


W ＋ Dy YT Kay 4-7 4 ey 129 


Wr. Verwandelt ſich nun die 1 0 der Groͤße y von 
x z. B. durch die neue Größe „ (wie oben näher auseinander ⸗ „ 
gesetzt iſt), ſo geht wvermöge des Obigen, y in | 1 


0 


1 ＋ A + „ey + ey + 23 . .. 


über. - Dieses letztere muß alſo in y map dead m Woo 

vorkommt, anſtatt y geſetzt werden. 5 
Die. Größen: dy, By, da 1 amtlich von x 

ab, alſo auch von y, weil y von x abhaͤngt, mithin ſind fe 

als Groͤßen zu betrachten, deren naͤchſtes Element y iſt, wel⸗ 55 h 

ches dann weiter x zum Element hat. Setzt man daher Ar „ 

ſtatt y, ſo geht - ee 


V in 7 T. Ay „„ 
8 Yock 298 — dr, , 
dy in Te „ a en 75 


5 5 1 
d yin a, Ay ar 4er. 1 ; 
d ee di 3m 45 Be, 
45 de — 43 — 2 B VS 
a in d’y 55 7 1 y. Art 7 5 18 


fe u. 1 w. über. 
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gehn Ye N 


een er MR! 1 0. 5 
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Are, 5 W PP N 9 2 
RN N X Mei BLUT 505 iR vr 1 . 3 23 “. 


! EN NN er 3 N N 2 |... —— 5 
a über. Set man Hierin den Werth von kr: nam Pr. 


R f Ey „ 2 


5 Fer er ne; an 


9 — x 8 1 7120 . Bi, 19 

357 74. Ay-HDyHDAy e 

\ ee 35 ae KR N = 7 e Ann 1 /| 

8 n N 3 Kun: 5 . 
e 155 = vn ä gehe: Tre DR e 
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75 ER 
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1 e en 5 X 185 dan. 5 
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At 9 
ieee. 


4 * . 2.3.4 | Ken 
iR: als Neil der beiden ven ya RE . 
18 Verwandelt ſt ſich dagegen zuerſt we 16hängiget 2 der ne. 
5 5 655 5 von u A geht Y in a 155 N 
U 1 0 5 7 a e \ 
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8 6 
1 e a 75 


e Es ap: also BEE überall in y ee Km mo gi N 
 omme, 9 BR ſtatt y geſetzt werden.. 4 ee 
Die Größen dy, de 5, 83 wich hängen ſänmtiich von * | 


N 
Kr 
* 


ai alfo auch von 7, weil y von x abhängt, mithin fi find fie, „ 
wie dy, day use als Größen zu betrachten, deren Wi 


Element y iſt, welches weiter, x zum Elemente hat. Setzt 


man daher y 5 Dy ſtatt e e, 


e e , 


4 


n 57 1 0 0 85 3 d 


8 f \ ku 1 
m; ze 
. . 1 * * 


my Ei Der y + + 32 


F e e 
u. ſ. w. über, 5 geht y = Ay in 1 EL ni 
Y ＋ Dy T AO Dy) e 
5 1 6 er. 


2 85 + (+ + vd = 75752 5 16 


„ = (er + b ＋ 7 0% 
7 5 i 1 1 9 55 2 F 1 8 
— 0 - —0° D 2 „2 „ 
i beter . 
5 \ W N h —— .. re 


über. _ ige man been den Ben von vy, nämlich „ 5 


* b ABER 
BR Beh ER 7. 5 ſo erhalt man AR 0 25 5 1 5 De 


Be 1 a 151 e 
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RE als das andere Reſultat beider Operationen. | 1 
N Da beide Reſultate an Werth gleich find, fo koͤnnen 
ST |. einander gleich gefeßt werden, und da die Größen K und x 
willkuͤhrlich ſind, ſo muͤſſen auch die Coefficienten zu gleichen 
Veen von k und gleich ſeyn. Daraus folgt 


d d. 
1. 50 = 5 aus den Coefficienten zu kx 


7 * 


| 2. Say +, = A aus den coc, zu kr 


7 


id g 
. ey — dr bar; aus den Coeff. zu Kek⸗ 
ii d> d AL, 
4. ER Vader? 2 5 =? dy a. d. Coeff. z. Ka 


SE de u 
a a UBER. 


e e N 775 1 


Die erſte dieſer Gleichungen bedeutet nichts 9 anders 15 | 
DIR N. dy = döy 


7 BE 


4 95 65 A man die Abhangigkeit des Größ 75 


an x verändert, und den Eoefficienten der erſten Potenz der 
veränderten er nehmen will, nach den Regeln der Ablei⸗ 


tungs Rechnung 5rd ſchreiben. Hingegen, wenn man bie 


| erſte Ableitung von Jy nehmen will, fo muß man, in ſo fern 


dy als eine zunaͤchſt von y abhängende Größe betrachtet wird, 


d ’ 
nach denſelben Mn, va ſchreiben; alſo folgt aus der | 


| d | 
| obigen erften Gleichung ‚ray „rar, Bo ddy dy fo 


Man darf ſich feine nur 15 Regeln der Ableitungs⸗ 
Rechnung erinnern, um ohne Schwierigkeit zu ſehen, daß in 
der zweiten der obigen Gleichungen, der Theil links die voll⸗ 


d 
ftändige erſte Abformung von . oder von Jdy, alſo 


nichts anders als de dy iſt, ihr folgt aus der zweiten Glei⸗ 


chung, daß 
dy = = dd y if. 


Aus der dritten Gleichung folgt auf gleiche Balk, wie wi 


zu fehen, 
5 d y = d dy ; 
Aus der vierten Gleichung folgt 
a 8 d 7 dy 
Aus der fuͤnften Gleichung folgt 
f dds y — ds Ny 
u. ſ. w., alſo zuſammen 
dy dy BIN . 
de dy = dy | 
360. J dy = dy \ 
®dy—=d’’y 
dds y = d dy 


woraus man ſieht, daß, eben wie die Folgeordnung der beiden 
Operationen gleichgültig iſt, auch die Zeichen d und J nach Der 
lieben verwechſelt werden konnen. 


7 a 


Br die Zeichen A und d in nie auf 
die davon abhaͤngen, beziehen, woraus f daß es gleichguͤl⸗ 
tig iſt, wohin man die Zeichen ſchreibt, ob vor oder hinter I 9 


ER und d; denn wenn z. B. d y gegeben waͤre, ſo heißt dieſes 


LER 


R ud 
N 


nicht, daß die Abhaͤngigkeit der Größe dy.von x, verändert 
werden foll, ſondern die Abhängigkeit der Größe y von x ſoll 
veraͤndert werden. Folglich iſt es gleichguͤltig, wohin man d_ 
ſchreibt, wenn man nur damit den Begriff verbindet, daß es 
ſich im mer auf , nie auf etwas anders bezieht. | 5 


242. | nn 


Ehe weiter zuſammengeſetzte Größen, nämlich ſolche, die 
aus y und deſſen Ableitungen dy, de y. .. vielleicht auch noch 
aus x oder gar aus mehreren abhängigen Größen, nebſt ihren 
Ableitungen und Elementen zuſammengeſetzt ſind, unterſucht 
werden, mag zuerſt bei dem obigen einfachſten Fall einer von 
dem einen Element x abhängigen Größe y, von jener zwiefas 
chen Veränderung die Rede feyn, die der Verwandlungs Ope— 
ration eigenthuͤmlich iſt, und die aus der Zurückwürkung 
der Verwandlung auf die Elemente entſteht. 

I. Bisher naͤmlich iſt angenommen, daß das Element x 
unabhaͤngig⸗ veränderlich ſey, und daß die Verwandlung 
der Abhängigkeit der Größe y von x, und die daraus entſte⸗ 


hende Werth⸗Veraͤnderung von „, ruͤckwaͤrts auf x keinen Eins 


2 


fluß haben ſoll. Dieſes iſt der Fall, wenn in der obigen Figur 

die verwandelten Linien alle einerlei Grenzpunfte wie 8. 2 
haben, in welchen man ſich z. B. den Anfangs-Punkt der K 
vorſtellen kann. Haben aber die veraͤnderten Linien nicht alle 
die naͤmlichen Grenzen, ſondern jede eine andere Grenze, oder 
einen andern Anfangs Punkt der x, fo hat die Verwandlung 
des Verhaͤltniſſes zwiſchen x und y, das heißt der Uebergang 
von einer Linie zur naͤchſten, auch auf * Einfluß, ohne daß 
fonft x willkuͤhrlich feinen Werth veränderte, aber auch ohne 
daß dadurch die außerdem moͤgliche willkührliche Werthveraͤn⸗ 
derung von x beſchraͤnkt wuͤrde. Geht z. B. (Fig. 19.) die 
Linie AM in die Linie BN N über, fo könn aus der Ordinate 5 


* 
0 


re 1 — 5 5 1 in welcher der Ale unte. der 3 
i dinaten angenommen werden mag, ſo ruͤckt dieſer Anfangspunkt 
von A nach B, und x iſt nicht mehr AP, ſondern = BC, 
und 5 == NC. Alſo erfaͤhrt x eine nothwendige Veraͤn 
derung, die von der Verwandlung des Verhaͤltniſſes zwiſchen 
x und y herruͤhrt, und keinesweges willkuͤhrlich iſt. Dabei 
kann ſich dann aber außerdem x nach Belieben auch noch will⸗ 
kuͤhrlich, z. B. um CD verändern, wodurch die urſpruͤngliche 
Ordinate PM zuletzt in die Ordinate SD übergeht. Eine 
ſolche nothwendige Veraͤnderung von x, außer der willkuͤheli⸗ 
chen, bezieht ſich insbeſondere auf die Grenzen des Gegen- 
ſtandes von welchem die Aufgabe handelt, und kommt in De 
tracht, wenn dieſe Größen veraͤnderlich ſind. f 

II. Wo alſo dieſes letzte der Fall iſt, kann * eine Bra 
fache Veränderung erfahren: 

Erſtlich eine Fantek en die Vewandlung bun 
Abhangigkeit von x. 


Form der Abhängigkeit der Groͤße v von x zur an ver⸗ 
anlaßt. 


Drittens eine andere merh nige Veranderung, Pei | 


von der willkuͤhrlichen Veraͤnderung herruͤhrt, zu welcher x 
außerdem faͤhig iſt. Nothwendig ſind dieſe beiden letzten 
Veraͤnderungen, weil y allemal eine Größe iſt, die von x ab» 
haͤngt, und ſich alſo mit x nothwendig zugleich ändert, ohne 
Ruckſicht auf die Veränderung, die es durch willkuͤhrliche Be 
änderung feiner Abhängigkeit von x erleidet. 

III. Es kommt alſo nun darauf an die Veränderung von 
x, welche durch die Verwandlung von y veranlaßt ehen in 
Rechnung zu e N 


Dieſes iſt leicht, wenn man erwaͤgt, daß dieſe Werner 


rung oder vielmehr Verwandlung von x, obgleich durch die 
von y veranlaßt, dennoch eben fo willkuͤhrlich iſt, als dieſe; 


bloß unter der einzigen Bedingung, daß das verwandelte x 


4 


1 


1 
Zweitens eine Bethe die von derjenigen Ger, 1 
änderung von x herruͤhrt, welche der Uebergang von einer 


1 


j 


e 5 
N 


1 willkuͤhrlich, alſo auch der Punkt B, auf welchem ſich die Re 


\ 
\ 1 


. welche d die 1 1 wird, 8 
Denn Alles, was ſich auf die neue Linie BNS 5 bezieht, if iſt 


‚änderung von x bezieht. Es iſt alſo, um die Verwandlung 5 
von x aus zudruͤcken nichts weiter noͤthig als das naͤmliche 
Mittel, durch welches die Verwandlung von y ausgedruckt 
wurde. Da aber x noch nicht, wie y, von einem Elemente abs 
haͤngt, ſondern ſelbſt ein unabhaͤngig veraͤnderliches Element 
iſt, ſo darf man nur willkuͤhrlich irgend ein Element, z. B. 
w annehmen und x davon auf irgend eine Weiſe abhängen 
laſſen, welches deshalb angeht, weil x unabhängig veräm 
derlich ſeyn ſoll, folglich ſeine Abhaͤngigkeit von einer neuen 
SGroͤße w, fo wie dieſe neue Größe ſelbſt, willkührlich iſt. 

x iſt alſo nun für die Formverwandlung nicht mehr ein 
unabhängiges Element, ſondern ſelbſt eine zuſammengeſetzte 
Größe. Die durch den Uebergang von einer Curve zur andern, 
oder was daſſelbe iſt, durch den Uebergang von einer Abhaͤn⸗ 
gigkeits⸗Form der Größe y von x zur andern, veranlaßte und 


‚ebenfalls durch eine Veraͤnderung der Abhaͤngigkeitsform der 


Groͤße * von w auszudruͤckende e dieſer 1 x, iſt 
alſo, ganz wie die von y, 


361. Arme ber g. „ 5 


2. 4 
wenn man ſich naͤmlich wiederum der Größe » zur Herborbeiſ 


gung der Formverwandlung bedient, welches angeht, weil die 


Größe ſowohl als die Art der Formverwandlung willkührlich iſt. 
IV. Veraͤndert nun außerdem x noch willkuͤhrlich ſeinen 
Werth, etwa um K, ſo ſind die oben aufgezaͤhlten drei Ver⸗ 


änderungen von y folgende 
Erſtlich die willkuͤhrliche, welche aus der Beränderung 


der Abhaͤngigkeitsform von x entſteht. 
zweitens diejenige, ae daraus entſteht, Daß. * fenen 


Werth iin Ax x +4 ex... verändert. 


Drittens, diejenige welche daraus entfeht, Ye: ſich x 
um E verändert. N 
Die 


5 


a . 7 : Bu —(» 4 l | 
AR 17 5 100 . oder 


x ſtatt x fett, od hrt Das ci 
war ‚hen: wet Er: e ing 
a een alſo erſt y verwandelt, 0 bed. man 


0 7 2 1 vr Horton... 5 5 


um deſto entiiche bloß die Wirkung der ae „Verwandlung 
zu zeigen, mag einſtweilen K wegbleiben, und alſo * Ki: 7 4 
Ax ſich veränderen, ſo geht 


1 3 7 
ar . 


A* K 0 . 
y in y + dy. Ax 1 47.— a d>y = 5 


2 in dy. ora. . a-, ‚= 


vnn Krk 455. a-. A Larry. r ku 


ho en 
1 uf w. über, Subſtituirt man dieſe Ausdruͤcke der veränder⸗ 


* y, dy, dy. . . in den obigen Ausdruck fuͤr y + Ay: 
und feßt zugleich den e von Ax, ſo erhaͤlt man 
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gen zu vermeiden, kann man das jedesmalige Eleme 
zuſammengeſetzten Größe, deren Abhaͤngigkeit von dem Ele / 
ment verwandelt wird, unter dem 9 bemerken, auf dieſelbe 


Wenn e 7 feht, bezieht es f 


wondlung der Abhängigkeit der Gröfe y von *; wen 
vor x ſteht, auf die Abhängigkeit der Groͤße * von W. um 


dieſen umſtand deutlicher auszudrucken und 1 
der 


Weiſe, wie es bei den Ableitungen geſchieht, und 5 
N N 
iR fat , x ſtatt x füreiben, DAN 
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VII. Die Coefficienten zu *, A, »?... hängen auch 
hier nach einerlei Operations-Regel von einander ab; denn 
aus jedem Coefficienten wird der folgende gefunden, wenn 
man die erften Variations Coefficienten nach x und nach w 
nimmt, wie es die Aufgabe verlangt, und beide zuſammen⸗ 
rechnet. Z. B. von dem erſten Coefficienten Y zu iſt der 


8 | y 
erfte Variations⸗Coefficient nach x, = — y und der erſte Bas 


riations⸗Coefficient nach w, = dy = x weil y von x abhängt. 


Beide zuſammen Arten den zweiten Coefficienten dy ram mL 


Bon diefem ie der erſte Variations Coefficient nach x, 
We; * er 
=y+ * 1 x und ee nach w. = d . I x 


5 eo gehe „ ee eee ee eee 


a er 


Ps dieſem iſt der erſte Variations SR 4 * x. 
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Beides zuſammen giebt den vierten eee u. ſ. w. 


a W 74.04 


VIII. Wegen dieſer Gleichfoͤrmigkeit der Beziehung der 
Corfficienten auf einander iſt man berechtigt, eine Bezettendt x 


zu wählen, die dieſelbe ausdrückt. 


Gewoͤhnlich wird zwar die Gleichförmigkeit der r Abhängigkeit ’ 


ſtillſchweigend angenommen. Allein ſie bedurfte des Beweiſes. 


Um alſo nun die vereinte Wirkung der beiden Form Ver⸗— 4 
änderungen von y und x, auf die Größe x, auszudruͤcken, 
feße man w unter ® und faites y in Klammern, fo iſt man 


berechtigt zu ſchreiben i 


2. 3 w 


„ 


weil die oefficienten zu 4, , =. etc., wie bemerkt, nach 


. 


einerlei Regel von einander abhängen. Der Werth der Coef; 


ficienten iſt folgender: . 


5 O- ar ga Ker 
et a BEE 

0 . ad, y K N | 
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N d y nit — 3d?y rate, 8 


S 2 N N de 3 
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4 
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with. | N 
X. Dinge die ee a 1 von einem 
meht allein, ſondern von mehreren ab, wie 10 f V. 8 Han 2 
Se koͤnnte jedes dieſer Elemente durch die Rückwirkung der 
Verwandlung von 2, außer feiner willkuͤhrlichen Veraͤnderung, 
ebenfalls noch eine andere Veraͤnderung erleiden. Um das 


x . der Bermendlung ı von z au finden, mußte man ſu⸗ 


g wied, 1 wenn 2) neben 27 K um 5 He de x.. y um 


chen was aus 


| ea be. 2% \ 


* 1 85 „ w. verandert. die Operation 
ift aber hi obigen ähnlich. N A eigen 


Anwendung der Verwandlungs⸗ orten 


5 Groͤßen, die aus andern abhaͤngigen Groͤ⸗ 


16 und deren Ableitungen zuſammenge⸗ x 


15 5 ſetzt ſind. 


2 7 15 


3 „3. N . N Y 
Der einfache Fall if, wenn die 17 zuſammenge⸗ 2 


ſetzte Größe, nur eine, von einem Element abhängige Größe 


mit ihren . und das Element ſelbſt 18 0 alſo 


von der Form 


er, 1, 4 def ) 1 1 
iſt, wo y eine von x abhaͤngige Groͤße be j | | 
Hier möge zuerſt die Veränderung der Zufammenſetzungs, 
Form von y aus x, auf x nicht wirken, ſondern nur die ax 
rlation von y in Betracht kommen. | 
Will man in diefem Fall wiffen, was aus der Größe v 
wird, wenn N ch die et der Größe V von x, Pe 


4 


N; ud 7255 
71 ; * 


N * 
b 


en: 1 8 le ay, a. a wenn man N Ay Matt y . 
ſetzt. Dieſes ie von vorne an, wie ar am, wer 
. | 55 | 1 f 
Ya, iny+ Ay über ff en 7 
d . f „„ 9 5 5 x 
r in hr 5 ar +=dy „„ 
2 Rt . 5 


a 4. 1 i ER 
ag y dy Ay vx 44 u. 1. w. Be Bon 2 


en; . 1 . 
yiny+ say + Zur + . en . x 
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\ 8 
7 X 
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ey 5 50 1 85 
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Ni 
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u) in 5 er- 2 6 r 7 * 


Ga 255 + en pP ay N 


r e entf . 
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"+2 we ae er d- 5 


N er 1 V. * +5 2 Sen. v. „ 
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@ ind: +2 ya Hr a we 
; N 575 y y\ a y * i ! * * 


1 1 1 750 ere y „ Hay ac) etc 


2. 3 y 
u. fe w., oder, weil i | ES 
Sap = da) S diy e 


* 4 u 
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1 „ 4 1 
dy in A er STH zn My... (2 


1 dey in age -C d- -E ds y. ‚etc 


105 ä Judeſſen kann man dieſe eee auch unmittelbar e 


NUR 


- 


DR 


4 


denn da dy, dy JS Größen find, wie y, die von & 
abhängen, ſo darf man, um zu 5 was aus Jy, dey, 


N wird, wenn V. in y 55 5 5 2 7 übergeht, 


nur die Ableitungen von y 2 157 ge — ER ie. nehmen, 
welches giebt „ . es 
dr 4% f Gary + d 5 = { 


+ F uf 4. V .. me 


wie oben. 


„ Größe * f, v, dy, d⸗y — 9 11 Ei durch 


8 die Veränderung der ‚Abhängigkeit der Größe f von x, in 


folgende uͤher 


VAS HGD TLD dy Ld Ny. . , d- Ley 9; 


denn das Element & bleibt nach der Voraus ſetzung, ungeaͤndert. 
Die Entwickelung dieſes Ausdrucks geſchieht nach den 


Regeln der Ableitungs⸗Rechnung, wenn man die veränder⸗ 
lichen 17 Y, dy, d- y. . (x iſt letzt eine Conſtante) als 


4 eee, 5 


5 Lrasıy +7 nr. 9 6 5 a. a a f 
1 Re * 
er 12 w. sind. , e 10 
kur Diefes En e e e 
Has Ay 1 a0 A vd’ a 35 1 5 gi 
nt e d- dAy? e 
) ae Wen? dy? ) > 1 + 78 5 
ds n A sang“ 
- 1 Ar V nn * 1 KA ra ee . 
* 2.3 dy?’ 2.5 5 ! En } 2 Ä 5 55 
Setzt man hierin die Werthe von Ay, dy, d 
(367.) ſo iſt leicht zu ſehen, daß die Coeffieienten zu 5 = 
der a nach eigene find: 5 V ; 
5 2 5 
rt ee . 4 Bel: 
fe a en 
we y?’ + ya y? hg ee Bi 
M 9 5 U 
FFF. 
ds d 2 5 5 
hl Hvar ei Kar „vadedy.; 
Bu, 1 . : 1 0 : 


Diefe Coefficienten koͤnnen jeder aus dem Vorhergehenden 
durch einerlei Operation gefunden werden, und zwar durch die 
naͤmliche, welche den 'erften Coefficienten aus y giebt. Denn 5 
in der That wurde man, wenn man » als ebenen, a 
aus y und den davon abhängenden e dy, d e, 


Na 


trachtet. weil dle Dperatio lons 
5 5 nung, mit denen der Able un 
8 fuͤr die a Variation von „ | . 1 e 
7 54 d d e 


1 Dy 7 / * d 9 uns 1 2 
es En + 25 vy. N 


erhalten, es a anders 0 als das obige 


ns 
1 7 „ 4% 6785 vd? 77 ... 


108 wenn man die 1 wiederholt, with man uf die 
folgenden Cdefficienten kommen. 5 
Daraus folgt, daß man für v 12 Av En 
>: ag e vg Rv. 
Bi oder genauer, weil v als eine von x hänge Größe zu be: 
ER, traten ift, NE in (C. 26 IN = 
ee 
; 370. „Sv er 32 G.. 


i u ſchreiben en iſt, 1 zufolge A 


GER, | 
10 e „yl gg d-. 


Ne d? d2 
00 . n Bet 7 © 


a d „ 
| 570 ＋ vdd2y 7 — va 1 22 ö 
l 
* aM + 3.6 si Ze 


955 N 5 18 5 9 5 
Gewöhnlich wird dieſer Umſtand ſilſchweigend angenoms 


men, Allein es iſt e ihn wie hier geſchehen zu beweiſen. 


% 


ER 244. 


1 
25 5 


PH duale die Veranderung der Abhängigkeit der 


Groͤße 7 von x zurück, gleich als aͤnderte ſich die Abhängig: 


keit der Groͤße x von irgend einer andern Große We le kann 


1 


* 1 * A 5 > 1 — „ Val 


tat Er 


Pe 


Erſtlich 5 75 fan man meet ausmitteln, um wieviel 


ſich y durch die dopp lee Form: Verwandlung ändert, welches 
nach (F. 242) geſchiebet. Sodann laͤßt ſich die Veränderung 
der von x abhängigen Größen dy, d- y. .. danach abmeſſen 


und der Groͤße x wird blos noch da, wo fie außer 7, dy, 7 


d⸗ 7 * vorkommt, d ie ihr e nicht willküh r⸗ 
1 iche Veränderung zz + — N . . beigelegt; oder man 


7 


kann 5 ee 
Zweitens ba Größen Y, dy, d⸗ . nur wie bis- 
her diejenigen Veränderungen beilegen, welche von der neuen 
Verwandlung der Abhaͤngiakeit der Große y von xX herrühren, 
die nothwendige Veraͤnderung von x aber dadurch im 
Rechnung bringen, daß man ſich die geſammte Größe v, wie 
ſie es iſt, als aus * aufammengefent vorſtellt, und on dem | 


x, ſeine Wasner * 9x ＋ 2 — gsx. . nicht allein da, wo 


> 


es außerhalb y, dy, d? y ... vorkommt, ſondern pier 
außer; und innerhalb y, dy, d- y. ., beilegt. WE 

Das letzte Verfahren iſt beſſer, weil dann nicht allein 
die vorhin ſchon ausgemittelte Veraͤnderung, die von der Form⸗ 
Verwandlung von y herruͤhrt, unveraͤndert bleibt, und nur 
blos die von der Form Verwandlung von x herruͤhrende Ver⸗ 
aͤnderung hinzukommt, ſondern auch die Reſultate in dieſer 
Geſtalt, wie ſich weiter unten zeigen wird, zum Gebrauch ge 
ſchickter ſind. Die erſte Art verdient alſo keine beſondere 
Ruͤckſicht. 5 

Der von x herrührende Theil : der Veranderung von v, 
wird nun gefunden, wenn man v als eine aus x zuſammen⸗ 


geſetzte Groͤße betrachtet, und x ＋ xx 5 5 R ſtatt * 
ſetzt. Dieſes giebt | 
N a SONO 


A 


1 6785 


ee * 


Kun: 
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= 7:7 van 


le N. 


ah ae 00. * 
oder i N”, | | 
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8 wi or- 1 7 ere N 3 


9215 


* » 
\ welches ſich Bi weil die Coefficienten alle auf einerlei Se 
von einander abhängen, en 


ai a Ka ee) er 8 


u ‚x? 33 


373. „ ON v4 A ee 


ausdrucken laͤßt. 
| Die gefammte eg von v erhält man, wenn man 


| A 11 Bu 
ei obige © — v mit dem gegenwärtigen Fa ufammennimmt, 


* 


welches gibt 5 
v TAS N 1 a Kg 
/ oder auch b J 

374 + Av= v 


wo 


en 
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ul rg 
| ms tz 0 a 
373. J 85 Kan aa Ra 


Pcs SER 


W 5 
3 A e 
ME Harz 5. Haar aa N ; 
| a 225 1350 a 
„ art me 16 25 


Wil man, daß na d tıberall auf w beziehe, ſo muß 1 
° e 
bierin die Ausdrücke von — V/ . . aus 865.) feßen, nämlich 


1 05 5 AL, 


—. 


N 7 
entre dr # N 
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a d 5 2— 800 403 
e e xt 1 2 Im 
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Der Ausdruck des erſten Bariations- ‚Soffienten — un 675 
für dle Verwandlung beider 1 y und x 1. alſo aus 
dem Ausdruck der Variation — 00 (368.) für 1 55 Fall, wenn 
nur y allein feine Abhängigkeit von x ändert, 4 aber eonftane 


Berg 
if, e wenn man zu — = (m) das Glied — or — X ad⸗ 


9. 7 | 
dirt, und — In — dy — * ſtatt =. fest. ; Durch ahn⸗ 


liche paſſende ee koͤnnen der zweite, dritte u. ſ. w. 


Variations⸗Coeffictent gefunden werden. 


0 


— — 5 2 8 * 


N | e,, 
Enthält die Größe » nicht blos eine von x abhängige 
Größe y mit ihren Ableitungen dy, d*y..., fondern mehrere 
dergleichen, wie y, dy, d’y... 2z, dz, d’z..., fo daß 
y f (x, y, dy, dy. . 2, da, ) 
waͤre, ſo würden, um die Variation von » zu finden, für jede 
der abhaͤngigen Groͤßen einzeln, dieſelben Rechnungen ſtatt fine 
den, die vorhin. für y nöthig waren. 
e erſtlich x conſtant, 95 waͤre wie in He. 


1 „„ 


\ 


el) are ur 


2 x: 


Pl. 


Gerne 95 
We art ra- N 


er “ . 90 


we 


I ae eee De een 
Ware x. 109 eonftant, ſondern valide see von 935 
ſo waͤre erſtlich, wie vorhin 


v4 v0 a men. 


| denn auch hier macht es keinen unterſchied, ob eine oder meh 
errere von x abhängende Größen vorkommen. | 
1 die e waͤren 


4 N 


zw‘ 


RN, d d d ne d 1 
1 = mat Le e 
A. Kind + 5 d a N 4 15 BR N * 
5 V 


Yen 
ir 


. 1 w. Man findet ſte aus denen für ein conftantes x, in 
. ſofern fi fi 0 1 überall auf w beziehen fol, wenn 5 8 3. B. im 


& 8 ° = 
erſten Soefficienten ZN mir fall a Fr 


5 * TE 
aa x fat ie 2 u. ſ. w. ſetzt, und o * welces 


e auf alle Gaben gr: 2. . . . zugleich besieht, hinzuthut. 9 x 


25 aa Ae W St Pr N 19 Wu 1 
Enthaͤl f Größen die nicht blos aha him 5 
4 benden von „ eee abhängen , mit ihren theil⸗ 


ae 1 

weiſen aa wie 75 Ze 7 = 1 ſo daß 5. . 5 
| d d d- de | 

3 e e e y® 3 7 Er. 1 


und de Elemente find constant, ſo darf man nur 2 —— d 


＋ d 2 fatt 2 ſehen, G. 238.) um v + Av au fin 


den. Ohne die Rechnung herzuſetzen, iſt leicht zu ſehen, daß 
in Av z. B. der Coefftcient zu «„ oder der erſte Variation - 
Eoefficient folgender iſt — 


6 d d 
i Neal 8 
379. 2) n Mat, 
| = 2 5 
’ X 7 Ri 
N F 5 

— V — gz. — — 22. 

7 d? 1 ire * 1 

oz i 2 
4 5 x“ xy 


Waren 55 Elemente nicht conſtant, fies veranderlich Br 
haͤngig von RR einer neuen Größe W-. m daß x in & 


IN A N , in 5 ＋ 2 N ＋ dn e be, 


e ſo 1 a 55 leicht einzuſehen, zu 23 das 0 


U 


Glied 2 or G05 — y addiren, und weil . 5 00 = = 


ar ur AN 1 ia. en | 
. F ſeyn würde, 5 W „ 


* * 


7 d nz Ä 2 a 
— y 2 175 X ſtatt Z Au P2 


IV. uebergang von variirten Ableitungen zu 
variirten faz uss zen. 


4 0 
N * er 


27. 5 N N - 

Wie oben bemerkt, machen gewöhnlich die unbekannten 
Stammgrößen zu gegebenen Ableitungen den Gegenſtand der 
Aufgaben aus, zu deren Auflöfung die Variations: 2 


dient. Alto f nd die alder Guten 3 


' Bariafionb »Coefficientei‘ Wegener Br; die in den 
verſchiedenen Faͤllen nach . 243 bis 246.) ausgedruckt werden 
koͤnnen, die Variations: Coefficienten der zugehoͤrigen Stamm⸗ 


großen zu finden, ohſte die "Stammgrößen ‚felbft. zu kennen. 


Es ſey » eine Groͤße die von x und von einer oder meh⸗ 


reren aus x zuſammengeſetzten Größe y 2. und deren Ab⸗ 


leitungen abhängt, fo iſt man, weil dem Obigen zufolge, alle 
Variations Coefficienten nach einerlei Regel von einander ads 


hängen, zu Iriben N } 
+ eee 55 Ds 


wenn x conſtant iſt ul 


„+ art Eb MA — 


11 5 die Stamhgröbe von x keine beſtimmte Grenzen hat. 


Da v angenommenermaßen Ableitungen bis zu einer ge 


wiſſen Ordnung enthält, fo laͤßt ſich eine Größe u voraus⸗ 


ſetzen, die die erſte Stammgröße von v, das heißt, von wel⸗ 


cher die erſte Ableitung » ift. Die Größe u kann, wenn ſie 


exiſtirt, die Ableitungen der zuſammengeſetzten Groͤßen, welche 


in v vorkommen, nur bis zu einer Ordnung enthalten, die um 


Eines niedriger iſt, als die Ordnung derer, die in » vor 


kommen. 


dy, Ey... din — y) ſeyn. Die Größe u iff alfo im All⸗ 
gemeinen, der Geſtalt nach, der Größe » aͤhnlich. Alſo muß 
auch, wenn man die Abhaͤngigkeit der darin vorkommenden 
zuſammengeſetzten Größen durch die fremde Größe » verwan— 


delt, der Ausdruck der entſtehenden verwandelten N v 
aͤhnlich ſeyn, das heißt, es muß ſeyn 


| * ee 0-H v, “a a 5 Wen 


wenn die Grenzen von u beſtimmt fi ind, und 


Zum Belſpiel wenn v=f(x,y, dy, dy. dwy) ; 
waͤre, fo müßte u eine Größe von der Form U == F (x, y, 


wenn die Biene 1 1 fü Ind. en. 
Nun aber wird vorausgefeßt, daß die Abhängigkeit der 
zuſammengeſetzten Großen, wie y von x, verwandelt werden 
koͤnne, und dennoch die Stammgroͤße exiſtire; alſo muß noth⸗ 
wendig die Abhaͤngigkeit der zuſammengeſetzten Groͤße von dem 
Element x ee feyn, ” folglich muͤſſen auch eben 


ſo wohl, u 75 — = @) und u fr — we Be erften Simm, 


größen von v 4 — = aber v en: — 9 ſeyn, wie u d. 
erſte Stammgeöße von v iſt. Alſo 1 ſeyn 5 
d ("+ 2@)= +7 00 und 
380. | % 
a ( 0) v N 0 as 
Daraus folgt, wenn man die obigen entwickelten Werthe has) 
der verwandelten n u und v 2 0 . 
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| \ e . 9 58 
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* 0 du + 0 = 24 ee ee 
＋ 2 Fl 1 6075 
und weil die Eoefficienten zu gleichen Potenzen von x gleich 
ſeyn muͤſſen, En / 


N 93 da N 
„ 2 . g 
d ss (0 Z GH. d (u) == 25 . 
, a N 
d ehr d. ) = r G) 
Hieraus folgt, wenn man dieſe Gleichungen zuruͤck⸗ 
leitet | 75 


S e un vr 


0 * Emma ı zu den ae — =): 


* = 3 möglich fd, ift leicht aus aa di entwickelten wi 
1 | e 


Auen zu 85 denn 5 B. in 


1 


d 2 4 48 | 4 a 
we 1 c A Fa 
5 15 d 9 3 . 424 „ 
1 1 e 7 gr „„ 
| d 00 ö 
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ſind augenſcbeinlich alle vorkommende Größen als aus x aalen, ö 
> 
mengeſetzt zu betrachten, die einzige — we. ausgenommen g die 


aber, wie ſich weiter unten zeigen en, ebenfalls zurüͤckge⸗ 8 
leitet werden kann, weil ſie eine vollſtaͤndige Ableitung iſt. 
Alle uͤbrige Größen enthalten kein w. Stellt man ſich alſo 
dieſe Größen wirklich als in x ausgedruͤckt vor, fo find die ger 


8 N; 5 i 
fammten Größen N. und nr ( nur allein von x abhaͤngig, 


und es iſt bekannt, daß von En die nur von einem Ele; 

ment abhängen, unbedingt Stammgroͤßen eriſtiren. u 

Hingen die zuſammengeſetzten Größen, die von v vorkom⸗ 
men, von mehr als einem Element, z. B. von zweien x und 


V ab, fo daß wie ar) 


N N e 
O Se- N 
hu f a 1 i Sf 5 
5 “ „ 4 X 5 y * 
9 d? 5 b 
+ f V 2 
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5 xy i f 5 
ware, 7 find ſämmtliche Großen, die in dieſer entwilung 
vorkommen, aus den beiden Elementen x und y eee = 
8 

* ; 


Ä 7 


E FRA alſo in ellen Fallen nur ert an, die ‚eiften 
Sta ammgrößen zu den erſten Variations Coefficienten zu fin⸗ 
den, fo erhält man jedesmal unmittelbar die gleichen Varta, 
tions⸗Coefficienten zu der Stammgroͤße u von v, ohne u ſelbſt 5 

zu kennen, worin ein weſentlcher Vorthenl d der Warlations, 8 
; Rechnung Ne u 1 N 
Die Stammgroßen wu N 0 laſſen ü ch nun wie folgt 
finden. „„ 
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* en "Wr: are gds 5 rde + sd ir. 
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5 5 ober wenn man Be Werthe von e, p, , ſetzt, 


„ Fd d d „ 
0 334. | er = \y 5 75 7 d⸗ ers- FT Bi 
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e Ausdruck von — 00 f bis auf bie Sit 1 0 
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d 
v4 de 7 REN se a; eine volltandige Ableitung, 


von en alfo die Stammgroͤße, ohne weitere Bedingung 


eriſtirt, und durch bloßes N des d angegeben werden 
d 
kaun. Die Größe 5 vd har.) rohe 


kann nicht anders eine 0 haben, als wenn man 


f ° = 
dem Coefficienten — — 1 einen beſtimmten Werth giebt. aa | 


d d 
alle die übrigen Größen v, dr vu 4 w. bangen vou 1 


1 0 
ab, aber auf eine beginnt Weiſe, — 7 bangt auch . von * ab. 


Soll alſo die Stammgroͤße moͤglich en fo muß die Abba, 
N. 
gigkeit der Große 7 von x beſtimmt werden. Nun iſt aber 


die Verwandlung der Abhangigkeit der Große y von * u und 
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„ l * 


2 A 


23 d 
er unbefümme ble „ it eine obo dee Bedingung der 


| 1 
Rechnung. Alf iſt be Eranngeiße 0 dae 3 nie 


anders möglich, als wenn die Größe Ä 1 
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. Dieſe Gleichung iſt die Dedingunge: Gleichung für bie 
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* Gpiften: von — (o). Nachdem ſolche erfüllt worden, ift Alles 


5 7 - N 
3 % 


was für — 0 = (384.). übrig bleibt, zuſammengenommen eine 


galliändige Ableitung, von Bar) die Srammgrihe fol: 
a 5 
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3 = 1 00 „(S 4 FE 5 0) J; 7 
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N d 15 N 
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fo daß alſo der Variations-Coefficient der Stammgroͤße u von 
der gegebenen Ableitung v angegeben werden kann, ohne die 
Stammgröße u ſelbſt zu kennen. 

Dieſer⸗ ſo eben gefundene Ausdruck der enge 


N; 2 
g b zu — (v) kann noch beſtimmter angegeben werden. Sede 


Br, liegt Winti nothwendig zwiſchen gegebenen 


Grenzen der Elemente, z. B. die Länge einer Linie wird von 
einem beſtimmten Punkt bis zu einem andern gemeſſen, das 
heißt, von etner beſtimmten Abeiſſe oder Ordinate, bis zu einer 
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beſondere Bedingungen erfordert, fondern eine veftändige hir 
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Da in dem Ausdruck für . r jedesmal das zuſammen: 
genenmen was ſich einzeln auf y, auf 2 u. 1 w. bezieht, der 
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Form nach, ber. ie — (v) in dem borgen Fall (8. 248.) 


gleich üft, wenn v nur eine von x abhaͤngende Groͤße, 5 B. 
y mit ihren Ableitungen enthaͤlt, ſo kann hier mit 18 eins 
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zelnen Zeile von — = geſchehen, was in ($. 246. mit — 05 


geſchab, und es iR klar, daß das Reſultat fuͤr jede Bed eins 
zeln dem von ($. 248) gleich itt, daß alfo hier 9 
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von einander unabhaͤngig, ſondern Gleichungen, etwa zwiſchen | 


. 1 und ihren Ableitungen gegeben, aus welchen elne 
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nothwendige Abhängigkeit zwichen n Zen. ‚folgt, fo kann 


dieſe Abhaͤngigkeit am beſten auf die Weiſe in Rechnung ge⸗ 


bracht werden, daß man die gegebenen Beſtimmungs-Glei— 


chungen auf o bringt, jede mit einem willkührlichen Coeffi⸗ 


cienten multiplicirt, und ſte ſo zu v e wovon das Naͤ⸗ 
e weiter unten vorkommt. 
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Die Größen p, q, r, q’, 18 50 r’, ete. können ſaͤmmt⸗ 
lich x, y und 2 und Ableitungen von 2 enthalten. Alſo iſt 
von der erſten Zeile des Ausdrucks von 9 (v) keine Stamms 
größe nach x und y moglich, ohne dem Coefficienten 92 einen 
beſtimmten Werth in x und y zu geben. Soll daher z, das 
heißt, die Veränderung der Abhängigkeit der Größe 2 von * 
und y willkuͤhrlich fen, fo ift der Coefficient zu 92 nothmenr 
dig = o. Alſo iſt | 
ii FFV 
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Die Be ſtehen hier zwar noch unte er dem Zurücklei⸗ 0 


tungs⸗ Zeichen, allein z kann gleichwohl willkuͤhrlich ſeyn, wie 
es ſeyn ſoll, weil ſich das Zuruͤckleitungs Zeichen immer nur 


auf eine der beiden Größen x und 7, von welchen 2 abhängt, 


bezieht, und alſo feine Abhängigkeit von der andern abe N 


willkuͤhrlich iſt. 
Der Ausdruck für, J(u) kann nun wieder wie oben u 
Grenzen bezogen werden. 


II. Muͤßten die Elemente noch als abhängig von einer 


neuen Groͤße w betrachtet werden, 0 kommt zufolge (§. 246.) 
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zu dem obigen 09 noch das Std C N — hin⸗ 
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wache zu dem ben ane von N00 hinzukommt. 


Web bein ih der Vedingungs Gleichungen 
für die Exiſtenz variirter Stammgroͤßen mit 
den fogenannten Bedingungs⸗ Gleichungen 
der : Integrabilitat. 
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mehrere, von einem oder bei 


Stamm: Größen möglich, a daß. es noͤthig wäre, ji © 
haͤngigkeit der zuſammengeſetzten Größen von den Elementen 
zu beſtimmen; zuweilen hingegen exiſtirt keine Stamm“ Größe, 5 

wenn man nicht vorher den zuſammengeſetzten Größen eine be u 
ſtimmte Abhaͤngigkeit von ihren Elementen beilegt. So z. B. 
exiſtirt zu y + xdy, wenn y von x abhangt, eine Stamm⸗ 


große, wie auch immer y aus x zuſammengeſetzt ſeyn mag. 


Die Stammgroͤße it xy, denn die erſte Ableitung von yx ift 
y + xdy, alſo der gegebenen gleich. Hingegen zu y — xdy 


exiſtirt nicht für jede beliebige Abhaͤngigkeit der Größe y bon x 


eine Stammgroͤße. Man muß erſt der Groͤße y eine beſtimme 
Abhaͤngigkeir von * beilegen, und dadurch die gefammte Größe - 


wandeln, ehe die Stammgröße zu y — xdy möglich iſt. 5 

Das Kennzeichen, ob einer oder der andere Fall 9 6 
finde, beſteht darin, daß, wenn die Stammgroͤße fuͤr eine be 
liebige Abhängigkeit der zuſammengeſetzten Größen exiſtirt, von 
der gegebenen Ableitung gewiſſe Bedingungs⸗Gleichungen er⸗ 


fuͤllt werden, die im andern Fall nicht zutreffen, und die man 


deshalb Bedingungs⸗ Gleichungen der Integrabi⸗ 
lität zu nennen pflegt, die aber eigentlich Bedingungs— 


Gleichungen für die Willkühr der Abhangigkeit 


der zuſammengeſetzten Groͤßen heißen ſollten, weil die 
Integrabilitaͤt, oder die Möglichkeit, die Stammgroͤße zu be 
rechnen, immer ſtatt findet, wenn nicht für eine unbe⸗ 


N ſtimmte, fo doch gewiß für eine beſtimmte Abhaͤngigkeit 


der zuſammengeſetzten Größen, fo daß alſo die Moglichkeit 


der Stammgrößen keinesweges von jenen Bedingungs-Gleichun⸗ 


gen abhängt, wohl aber die Willkühr der Abhaͤngigkeit der zu⸗ 


ſammengeſetzten Größen, die in der Stammgroͤße vorkommen. 


Mit dieſen Bedingungs- Gleichungen fuͤr die Willkuͤhr der 
abhaͤngigen Groͤßen ſtimmen nun genau die Bedingungs⸗ Glei⸗ 


chungen fuͤr die Exiſtenz der Variations s Coeffleienten der 


Stammgroͤßen zu den gegebenen Ableitungen zuſammen. | 
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= o, fo fällt Alles weg, was nicht unter dem Zeichen d ſteht, 
und » iſt eine vollſtändige Ableitung, und hat folglich noth⸗ 
wendig eine erſte Stammgroͤße, naͤmlich die Stammgeöße | 
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i alſo in dieſem erſten beſondern Fall, die Bedingungs⸗ Glei⸗ 
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Man e bndere die Größe 1 um die Groͤße , N wie 
auf irgend eine Weiſe von x abhängt, die Größe V aber 1 
Hat nun die Größe » eine erſte Stammgröße für eine will 8 
kührliche Abhängigkeit der Größe y von x. ſo wird fe auch 
noch eine Stammgröße haben, wenn man * ſtatt y ſetzt, 

xX aber unverändert laͤßt. Denn auf dieſe Weiſe wird eben die 

Abhaͤngigkeit der Größe y von x verändert. Wenn ſich nun 
aber nun y um; veraͤndert, ſo aͤndert ſich d y um de, dy 
um dee u. ſ. w., alſo geht vin | | 


‚+ o lefg dt, 4e G. de. 
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Dieſe Große kann man nach den We Regeln der 
Ableitungs⸗ Rechnung entwickeln, wenn man y, dy, d⸗ ee; 
als eben fo viele verſchiedene veränderlice Größen betragtet, 
deren willführliche Veränderungen s, de, d? s.., find. In 
der Entwickelung werden die e e % G Seh 
theils in einer, theils in zwei, theils in drei 5 f. w. Abmeſ⸗ 
ſungen vorkommen, naͤmlich wie 3 Re 


da) in 
u ER W ... 


a w W. 
Bezeichnet man die Summe der Glieder, die e, de, de:. 

5 I 8 N 
nur in einer Abmeſſung enthalten durch v, die Summe der 
Glieder, worin e, de, d?e... in zwei Abmeſſungen vorkom⸗ 
NR 


men, durch vu. f. w., fo iſt 
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Nun werde die vorausgeſetzte erſte Stammgroͤße von v ar 
u bezeichnet, ſo muß u von der Form e 175 
u = F (x, dy, d. „ 
ſeyn, namlich von einer aͤhnlichen Form wie v, nur mit dem 
Unterſchiede, daß die hoͤchſte Ableitung von y in u, um einen 
Grad niedriger iſt, als die hoͤchſte Ableitung in v. Verändert 
man alſo auch innerhalb u die Größe y ums, während X 
bleibt, fo entſteht eine Größe von der Form 
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N + v ihn du + du du du... 


Es kann aber nur, eben wie dn = v iſt, auch nur einzeln 
1 AN 2 sale 2 
du—v,dua=w uf. w. ſeyn. Denn da z. B. iii en 


allein die Größen „ ds... in zwei Abmeſſungen enthaͤlt, wie 
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ö N 2 1 2- 4 0875 
», fo kann nur, wenn u abgeleitet wird, allein v entftehen, 


nern man nämlich 4 7 aer, 
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ee ee en,, 
du = 2 Kade ** 2Mded se. ＋ 2Nde⸗ 4 Node. 
alſo enthalt au überall e, ain einer Ubmeffung, wel 
ches nur mit y der Fall it, du übera ff „ de in zwei Ab, 
meſſungen, welches nur mit v 52 fal iſt 1; Pig kann nur 
= v An w. ſeyn. 
0 Aus du=v folgt u „ 9854 bead, -u 
| Diese Größe aber iſt der in (J. ) De v gan dein, 


Folgt exiſtirt die Stammgröße 1 zu , ohne daß es nöth ig 
wäre, „die Abhangigkeit der Größe y von x zu beſtimmen, ſo⸗ 


bald die Bedingungs s Gleichung (396. > N „ 
ö 4 8 P — d a Sr der — d’ 5 —.— 0 oder 7 405 A 2 
e ee d- vo i 5 
- 1 en n dy * ä ‚Ye — 0 
3 85 ig 97 > a dy d’ 7 * 00 IR 
. 0 „ er- 
e b | | ee u 


wo die ſaͤmmtlichen ‚Größen p, 4 1 EDER 2, ee 
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| 5 . dx * er 
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well alle dieſe Glieder le weine Bedingungen, der Nahe 5 


5 durch bloße Ableitung aus u gefunden werden. 1 
D Br 
ee — (u) oder 


F ER „ dy e Br 1 


mit willkuͤhrlicher Abhängigkeit der Groͤße y von x, ſobald 


von v die Bedingungs Gleichung (397.) erfülle wird. Nun 


kann man, 5 die Größe € willkuͤhrlich iz Em 3 ſeben. 


dau gebe — — (@) in * | 


7? 


* b G, 7. dy, dy ) oder in N 


t Dieſe Größe Fx — u, als erſte Stammgröße mit wills 
kuͤhrlicher Abhängigkeit der Größe y von x, zu der Ableitung 


18 — v, exiſtirt alſo, ſobald die Gleichung (397.) erfüllt wird. 
Für die Exiſtenz des Theils der ‚Stammgeöße Fx zu dem 
Theil kx, iſt keine beſondere Bedingung n öthig, weil Größen, 


die nur ein Element allein enthalten, allemal unbedingt eine 
Stammgröße haben; alſo bezieht ſich die Bedingungs⸗ Glei⸗ 


chung (397.) allein auf den Theil u der Stammgroͤße Fx u, 
zu dem Theil » der Ableitung fx — v; folglich exiſtirt die 


Stammgröße u zu der gegebenen Ableitung y, und zwar mit 


willkuͤhrlicher Abhängigkeit der Größe y von 435 ſobald v von v 


die Gleichung (397.) erfüllt wird. 
Die Gleichung 

e 4 „% . a 

1 rd e e 4 


ift alſo die wi Bedingungss Gleichung für die Wilkühr 


der abhängigen Größe y in der erſten re u zu v. 
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Dieſe Bedingungs⸗ Gleichung fuͤr die Exiſtenz der erſten 
Stammgröße u von der Ableitung vk (x, y, dy, d? wu 
mit willkuͤhrlicher Abhängigkeit der Größe y von x, iſt nun 
II. 7 5 4 G 8 
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Ableitung » gefunden wurde. Will man die * 
Gleichungen der Integrabilttät für. die andern obigen Falle 
e 1 (X. y‚dy, > TR 2, b, de 2) und v EN 
Br RN: d- dz 195 N 
6 17 2 , 5 2, „ ſ. w. unterſuchen, fo HOPE * 


X 2 
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man finden, daß ſie allemal genau mit den Bedingung, Gles 
chungen fuͤr die Eriftenz von du — 4 * du — 2 u. cr w. 


übereinſtimmen. 1 | 90 
Dieſe A e gründet fi fü & im Alpeineine, Dale 
100 auf, daß nothwendig u ſelbſt, mit willkuͤhrlicher Abhaͤngigkeit 
der zuſammengeſetzten Großen von den Elementen erſt exiſtiren 
muß, ehe es einen Variations Coeificienten Nu von u geben 
kann, weil die Natur der Groͤße du insbeſondere die Will⸗ 
| kuͤhrlichkeit der. Abhangigkeit der zuſammengeſetzten Größen 
von den Elementen vorausſetzt. Angenommen, die Bedin⸗ 
gungs Gleichungen der Integrabilitat wuͤrden von einem gege⸗ 
benen v erfüllt, fo exiſtirt deſſen Stammgröße u für jede- Ba 
7 liebige Abhängigkeit der zuſammengeſetzten Größen von den 
Elementen. u hätte alfo alsdann eine beſtimmte Form, ohne 
Ruͤckſicht auf die Abhängigkeit der zuſammengeſetzten Größen, 
folglich fanden auch die Abformungen von u unbedingt ſtatt, 
weil dazu nichts weiter als die Unbeſtimmtheit der Abhaͤngig⸗ 
keit der zuſammengeſetzten Groͤßen von den Elementen ‚nöthig. 
iſt, indem alsdann die Abhängigkeit nach Belieben verändert, 
das heißt die Größen, der Form nach, verwandelt werden 
koͤnnen. Die Variations⸗Coefficienten verlangen alsdann wei⸗ 
ter keine Bedingung fuͤr die Abhaͤngigkeit der zuſammengeſetzten 0 
Größen von den Elementen, und dürfen nur, wie fie find, 
auf die Grenzen von u bezogen werden. Wird dle Bedin⸗ 
gungs- Gleichung der Integrabilitaͤt nicht erfüllt, po muͤſſen die 
zuſammengeſetzten Größen diejenige Abhängigkeit von den Ele: 
menten erhalten, welche die Bedingungs Gleichung beftimmt, 
weil fonft u und folglich du gar nicht exiſtirt. Da alsdann 
die Abhängigkeit der zuſammengeſetzten Größen nicht mehr will 
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Noch ae folge der n der ueberenſin 
mung der Bedingungs⸗ Gleichungen fuͤr die Exiſtenz von u und 
du aus der Gleichförmigkeit der Operationen, durch welche die 
beiden Gleichungen gef unden werden. Denn um die Will⸗ 
kuͤhr der Abhangigkeit der Groͤße y von x bei der Unterſuchung 
der Bedingungs⸗Gleichung der Integrabilitaͤt auszudrucken, 
wurde in ($. 252.) die Größe y um eine, von & abhängige 
Größe e verändert, während x unverändert blieb. Den Gro 
ben dy, de y. . wurden die verhältnißmäßigen Verändern 


gen de, de: e beigelegt.) Bei 5 meier von dy w da 
14 5 
Bingegen wurde y um 59 +7 — dy + Bye: verän⸗ 


dert, waͤhrend x ebenfalls antenne ld) den Groͤßen 


dy, de y... wurden ebenfalls verhältnißmäßige Veraͤnderun⸗ 
gen beigelegt. Ä Ka kommt im Wan a Eins hinaus, 


denn 1 87 + = pr V. . iſt eben fü g wohl due von x abhaͤn⸗ 


gende Größe a „ nur mit dem Unterschiede, der 125 im 
. ee nichts ändert, daß die ne, der Groͤße 


* + == d 1 e von der Große 4 und ihrem 


Zutritt zu y herrüͤhrt, s aber keine neue Gr 555 enthaͤlt, fed lt 5 
nur im Allgemeinen als e neh von X angenommen 
wird. Die Größe . + — 55 * iſt nechts anders, als 


1 sa 


ein ng ck 211 & Das 5 von 1 Operationen. 
muß alſo, in ſofern es nur auf die Willkuͤhr der Abhaͤngigkeit 
der zuſammengeſetzten ee ankommt, Ran das Naͤm 
liche feyn.- 1 45 f 2 
Man koͤnnte u den Gedanken 5 5 5 daß es, ee 
man mit einer einfachen Größe s zu der naͤmlichen Bedin- 
gungs⸗ Gleichung gelangt, vielleicht gar nicht noͤthig ſey, n 

der Variations⸗Rechnung eine neue Große * einzuführen: 

Denn in der That kommt Alles nur darauf an, die Willkuͤhr 
der Abhangigkeit der zuſammengeſetzten Groͤßen von den Ele, 

G 2 


ee SPORE PR die Abhängigkeit 4 zu 
welches wirklich dadurch geſchieht, daß man, z. B. w 
der Größe y eine Veränderung beilegt, waͤhrend ihr Element 


x nicht veränderte wird. Wäre dieſe Vereinfachung moglich, ſo . 
wäre, wie (F. 252.) zeigt, auch kein neues Zeichen J noͤthig, 


und zu der ganzen Operation waͤren die bloßen gewoͤhnlichen 


Regeln der Ableitungs oder Differential Rechnung ohne Wein 
teres hinreichend, alſo waͤre es auch nicht nöthig, überhaupt: 


eine neue Rechnungs Art, wie die Variations Rechnung, erſt 
aus der Differential Rechnung abzuleiten. Allein dies geht 


deshalb nicht an, weil man durch eine, blos allgemein ausge⸗ 


fortſchreitet, ſondern eine Reihe, die s und deſſen Ablei⸗ 
tungen de, de.. ‚enthält, wie (F. 252. II.) zeigt, wo * 


druͤckte Veränderung wie 2 keine Entwickelung der zuſammen⸗ 
geſetzten Größen v und u erhält, die nach Potenzen von 


ganzen pofitiven Exponenten der Veränderung ⸗ 


und u durch die, ee in e von der Form 


1 c e 4 L d. 19 


i a 5 i 
en deren 2. v, V. . u, 1 7 keinesweges e 


in Potenzen von ganzen poſitiven 1 ſondern zugleich 
de, dee. . denthalten. Da nun aber eine Entwickelung, in 
welcher die willkührlichen Veraͤnderungen nur allein in Potens 
zen von ganzen poſitiven Exponenten vorkommen, zu den An⸗ 
wendungen der Rechnung weſentlich nothwendig iſt, weil dle 
geſammte Rechnung mit veraͤnderlichen Größen, in ihrem gan⸗ 
zen Umfange, einzig und allein auf den Ausdruck der veraͤn⸗ 
derten Größen in einer ſolchen, und keiner andern Form ber 
ruht, fo müßte man der Größe © ſelbſt erſt eine Form geben, 
‚vermöge welcher nicht allein fie ſelbſt, ſondern auch ihre Ab 
leitungen ſich nach Potenzen der veränderten Größen von gan⸗ 


zen poſitiven Exponenten ordnen laſſen. Grade das thut aber 
die Vartations-Rechnung, denn es geſchieht in derſelben wirk⸗ 


— 


. 
10 
2 


* 55 (ev Sr v 15 v ER 5 e 


lich nichts anders, als daß ⸗ y ＋ 2 de y 1 geſetzt 


4 


Größe „ immer in Pote 
g enthält, und zwar iſt es nun nicht mehr nöͤthig, daß die 


I 
* 

7 

e Fa 
3 


195 ein Ausbil 0 A der 175 wirklich welndene 1 8 ; 
enzen von ganzen pofitiven Exponenten 


Coeffteienten im. Ä . zu den Potenzen von » ebenfalls 
noch alle willkürlich find wie , fondern die Willkuͤhr wird 
dadurch ausgedrückt, daß man „ auf eine unbeſtimmte Weiſe in 
den Ausdruck der Abhaͤngigkeit der zuſammengeſetzten Größen 
von den Elementen hinzutreten laͤßt. Durch die daraus ents 
ſtehende nothwendige Abhängigkeit der Eoefficienten Ny. My 
von einander, die der Abhaͤngigkeit der Ableitungs Coffirien⸗ 
ten von einander. ähnlich iſt, gewinnt man aber den großen 
Vortheil, daß der geſammte Algorithmus der Ableitungs : Rech⸗ i 
nung nunmehr auf die Ausdrucke, die durch eine ſolche e 
der Groͤße = hervorgebracht werden, paßt. 

Die Variations Rechnung ſetzt alſo, wie oben geſagt, in 
der That keinesweges irgend ein neues Princip, oder eine 
neue Grund: dee voraus, ſondern iſt ganz und gar auf die 
gewoͤhnliche Ableitungs⸗ oder ‚Differential: Rechnung gebaut. 
Sie bedient ſich nur des Kunſtgriffs, die Willkuͤhr der Ab⸗ 
haͤngigkeit der zuſammengeſetzten Größen von den Elementen, 
fo auszudrucken, daß Entwickelungen entſtehen, in welchen, 
unter allen Umſtaͤnden, die willkürlichen unveraͤnderten 
Groͤßen nur in Potenzen von ganzen poſitiven Exvonen⸗ 
ten erſcheinen, und das Zeichen 3 bedeutet alſo nichts Ei⸗ 
genthuͤmliches, weil die Werthe der Groͤßen, die dadurch be⸗ 
zeichnet werden, allemal durch die ame ee gefun⸗ 
ann werden koͤnnen. i 1 1 5 


VI. Bedeutung der Neſultate ew ai 
Operation. | 


u 0 
Man ſetze der Kürze wegen die Reihen, welche in den 
obigen Reſultaten der Form Verwandlungs-Operation vorkom⸗ 
men, einzelnen Buchſtaben gleich, z. B. 


m ar w. die ähnlichen auf 2 fi ch balcbeden erben glei 


5 f Ae 22475 ſodann e e l e N 
5 1 d d | de 1 8 f 998 7 2) * 
Nd 0 4 7 d * d ey: Fe 4 +4 ; 
8 —2 — ı - . . 
NN i 7 x 2 1 Kr Ei 
E „ 3 
a EN W RE, BEN . 
—2 * ; 5 5 * * 3 
$ N 8 Fir n a REN a 5 Bir 55 N 
. v Re ei 2. 
% — TE AR TSEEEHTEN er is 
€ da 5 2 - RK d \ 5 9 
5 —z : — 2 a 8 
in Po w., fo . au ae 1 
CErſtlich, im Fol vos er & y, AS J iſt, er | 
die Stammgröße zu v heiße u, die Bedingungs „Gleichung für 
die Exiſtenz von du, zufolge ($ 248.), Ws Element * mag 
0 ig w' abhängen oder nicht, N N 1 N A 
8 400. 6 n e hama. 
und nachdem 0 erfüllt worden, J STR 
N 1 N 1 „%% N 5 6 3 
bor. du = L. ns en —Y, Bel * 8 
x „ N d „ 
wol nos. die Größe 1 N tx binzukommt, wenn 1 
von w abhangt. 5 RN Si 
N Zweitens wenn v—f 3 dy, d? Yan, z, dz, dez. . ), 
ſo iſt die Bedingungs⸗ Gleichung für die Exiſtenz von BB das 
| man x Ba von w abhängen. oder acht er 7 
N N . 3 . 
ar 40. * eee 8 „ 
An und nachdem dieſe erſült worden, iſt W ah ER N: 
N 75 N 0 Mi 1. a 5 
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55 . s wu 4 5 


Je e 15 * f 
Ki 2 ee 1 * 2 


0 N o 
* von 5 
e noch die Sure v rm v vor pinpufomaik g wenn x 


2 =. 


er nn er 5% 


Drittens wenn v = f., 5, L, — 20 


it die Bedingungs» Gleichung für die eren von 700 nn 
ni, | je 
und nachdem dieſe erfüllt worden, if Ba . 


ee 00 „„ a ⁵ ß 


weh noch die Größe 400 * + 0 y binufommt, 4 
wenn die Elemente * und 5 von w abhängen. 
3 . V', 
ey von 85 Art, daß die Bedingungs⸗Gleichungen N 
die Exiſtenz von Nwy von ſelbſt erfüllt. werden, fo iſt Nu mög 
lic und angeblich fuͤr jede beliebige Abhaͤngigkeit der zuſam⸗ 
mengeſegzten Größen von den Elementen. Werden hingegen 
die Bedingungss Gleichungen nicht erfüllt, fo beſtimmen ſie 
diejenige Abhängigkeit der zuſammengeſetzten Größen von den 
Elementen, die zur Existenz von Fu nothwendig iſt. Z. B. im. 
einfachſten Fall „„ y, dy, d- Ve von welchem ſich 
leicht die Anwendung auf die ubrigen Falle machen laßt, iſt 
die Bedingungs-Gleichung 
3 d d 1 
| 1 run Re 
Wird dieſe Gleichung von ſelbſt erfüllt, fo folgt daraus für 
das Verhaͤltulß zwiſchen x und y nichts, ſondern Du iſt für 
jedes beliebige Verhaͤltniß zwiſchen x und angebbar. Trifft 
hingegen die Gleichung nicht zu, ſo 1 ſie dasjenige 


Verhaͤltniß zwiſchen x und , welches zur Ex Exiſtenz von . 


* \ 
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a 


3 bees 1 Da die u ai 13 v, d 5” 


2 iR die Gleichung 1 2 o eine A > die e 
werden muß, um das Dan fie beftimmte Berhältniß zwiſchen 


x und y zu finden. Steigt die Ableitung von y, in », bis zur 
unten Ordnung, fo kann die Bedingungs-Gleichung X — 9 


von der anten Ordnung ſeyn, 25 das letzte Glied derſelben 


d d 
dn — U * — n 
iſt dN v und da 1 nö, duy enthalten kann, ß kann 


| 


ek 
du de v bis 0 die 2n te un ſteigen. Die ungbebung 


To Hun alſo bis zu on wilkahrlich Conſtanten befoms 


men. 


Iſt der Gegenstand, auf welchen ſich v . eine 
krumme Linie, deren Coordinaten x und 5 ſind, fo giebt die 
Bedingungs⸗ Gleichung Y o die Gleichung der e | 
Linie und folglich ihre Geſtalt. | ; 1 


* a 256. 


i Natur der Aufgabe beſtimmt, womit der Ausdruck 


fuͤr du, der übrig bleibt nachdem die Bedingungs⸗ Gleichung 
Y=o erfuͤlt worden, verglichen werden ſoll. Waͤre etwa 
du — o, und die Grenzen, auf welche ſich Ju bezieht, wären 
gegeben und unveraͤnderlich, ſo daß alſo die Werthe von 
7, dy, dy... für die beiden Grenzen beſtimmt wären, ſo 
wären die in Ju verkommenden Variations Coefficienten 


r N 
ET, Bi „„ due ſaͤmmtlich gleich o, ſo daß aus 


der Gn 0 — nichts weiter folgen würde. Wären 
aber die Grenzen unbeſtimmt und die Variations-Coefficienten 


von einander ‚unabhängig, fo müßte man die Größen, worin 


fie multiplicirt fi find, einzeln Sao feßen, woraus eben fo. viele 
Gleichungen für die Grenzen folgen wuͤrden. Sind einzelne 
Bedingungen für die Variations: „Coefficienten an den’ Grenzen 
gegeben, ſo muͤſſen dieſelben in die Gleichung du eingeführt 


und die Zahl der Coefftcienten muß auf fo wenige als moͤg⸗ 
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vu. A 3 ingungen. „ zwichen f 
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Wenn in v mehrere von. x "abhängige Größen a 


orfominen; fo daß v f (x, y. dy, d- y. . 2, da, de i Be 
ſo 10 die Behm. Elea, 55 die 1 von du 
| RN 455 1 5 
0 ii Bra N ag 14 + 2 11. a 1205 54 en, 4 RN 
1 5 & 
5 wo ae ae ente; W 


2 4 Be u en . er, 
Sind die Größen y,z von nah eb ſo fi ind es 
. a u, 
auch die Variations Eoefficienten * 17 Zu und bau 


find in dieſem Falle einzeln „ eh 5 in 

„ — N ‚ S e 
Sind eden gewiſſe Bedingungen z y, 2 02 . gegeben, 1 
ſo haben dieſelben auch auf die Variations Coeffteienten 


eh 
1 2... Einfluß, und es kommt darauf, an, dieſen eim, 


\ fuß 2 Ne zu bringen. 1 
Wäre 3. B. zwei Größen y 5 2 boch und 

es Sr eine Gleichung zwiſchen x y und 2 von der Form 

406. e (X y) o 

N begeben, ſo a man den ARTEN: fucen den das daraus 


13 von w (720 =o si Denn da die 1 y) | 
So auch für das varüirte Verhaͤltniß von y und z zu x gel⸗ 


05 ben muß, in ſofern überhaupt eine ‚Veränderung dieſes Ver⸗ 9 


15 balrniſſes erlaubt 15 ſo kann man in 5 (Eva) Be o 
. GN een, IE 5 nt er 19 75 18 
T ton u fe , E 4 , 
ſtatt 2, auch wenn etwa x noch als abhängig von w berate 5 
63 N 2 d 5 
. werden muß, x Fee r* +. EI — Kos ſtatt x ſetzen. ‚Dies 
KR giebt, wenn der Sn 25 ya ei, fur den 
0 eee Coeffteienten von 4: 126585 
MN 2 ° . N Be TOR 
2 2 e ee 
zu gleicher W iſt fie hen, EAN 
i von @ 2} N | 
Me e re 75 
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RR 
1  Multiplicier man die letzte Gleichung mit =# und ih re 
275 der erſten ab, ſo u | 


105 * 145 3 ar Hr \ Er a 
| 5 — dy 7 2 d X 
a RR r We + et 


öder auch 0 . d 3,23 ee 
1 — 2 — — Xx — — 2Z2 — X — —¾ - 
oder gi weil —y Nr ee 
. 70 N > 1 
— 1 N i A y . — 2 — o. 2 


Dieſe Steichung enthält die Bedingung, air die e Glelbung 


e (yz) o für das Verhaͤltniß zwiſchen den Größen 
I =: und = « giebt. ie man ſie daher mit der all 
a E 1 SR 


. * 
0 gemeinen Bedingungs⸗ Glet bung 112 2 + an 2 = 0, in⸗ 
dem enen B. die e Saen mit I, 1000 andere un 


* 


Ba, } 3“ X * 


1 


un 1 2 — 
SR Re Br 75 X i 


n Ade x. In. 3e$ Bi 2 9744 


1 5 3 Fr Ss... 


in welke uw das Berbättnif 10d y ul 2, c 


die Gleichung 9 (xyz) S o vorſchreibt, bei der. allgemeinen 


Bedingungs⸗ Gleichung N chtigt iſt. Verbindet man daher 
d 
noch dieſe Gleichung e 2 = 4 mit der Glleicung 


9 (xyz) ao. Tel , 0 laßt fü ſich y' und 2 in & ausdrücken, 
Weir dann die nothwendige Abhängigkeit der N a zun 
2 von x angiebt. 


Beim 

408. 9 G, Y, 40 d> y. . 2, da, d= uud ee 4 2 O 
gegen fo müßte man davon wieder die erſten Variations, 
Coefficienten nehmen, um das von der Gleichung beftimmte, - 


* A 
7 Waben zwiſchen * * und — — 2 zu finden. 


Die SPEREENE Osec giebt, g 25 
4 2 5 „ „ ANN 


— — — „ d — . 
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+5 x 
2 2 
2 2 


14 
a 
A 
14 
(a 
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N. 
lernt matte die nene Wee Glaus ze = 


* „ ud T 
* * 


K DB. N 
+ 3 — = 0 verbunden, und es mlsten ZT und N: 


ig cg werden. Allein hiezu iſt die a noͤthig, 
welches die Rechnung verwickelt und ſchwierig macht. Dieſe 
Schwierigkeit zu vermeiden bedient man ſich des Mittels, die 
Bedingtheit zwiſchen Größen auf neue, willkuͤhrlich gewaͤhlte 
und eingefuͤhrte Größen zu übertragen, und dadurch die ges 
1 en Größen on, einander ENG zu machen, W 


“ 
N 
U 


RT N er 


5 Z 2 o oder 


oe Wäre eine Steigung. ache x 7 und 2 von der u 


r 


2 5 


RER 
se 


- feige werden ſollen⸗ auf Null bringt, jede mit einem wi 


des dane gefchiebt * n die, S ebing ugs. Gl 
zwiſchen den Größen, deren Verhältniſſe zu einander 


kuͤhrlichen unbeftimmten Coefft ienten multiplicirt, die muleipl s 
cirten, der Null gleichen ar zu der gegebenen addiı E* 
mit dieſem umfaſſenderen Ausdruck, in welchem nun die 

dingungs⸗ Gleichungen berückſictigt a walenm, wie ai 


fi ee würde RR. W 
2 ö 8. 1 rn S ui ö | 5 
ce 15 ED. SP ec e lea Ha 


. . d 7. 1 d, de RER 7 PN det...) 
Zur Beſtimmung der Verhaͤltniſſe zwiſchen den abhängigen 
Großen Y, 2, t. ., ſollen die Bebipgungs⸗ PIICHRUNBENE 
408. „ o, „ = 0... 
gegeben ſeyn, in welchen ®, 5 bie fämmtlicen Größen 
Y, 2, t... mit ihren Ableitungen, ſo wie auch x enthalten, 


1 


alſo von einer ähnlichen Geſtalt wie » ſelbſt, ſeyn koͤnnen. 


I. Man nehme von den Gleichungen 0 Ba 


die erſten Variations „Gleichungen, die mit ihnen zugleich Statt 


finden, weil das Verhaͤltniß zwiſchen 5 und x, 2 und x 
u. ſ. w. verändert werden Haun ‚fo erhält man, im Fall noch 
X von W an 
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5 5 er 
bo Se-. 


y 
FF 
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409. f 
\ N nina S age. 
“ X X 
5. W 7 0 1 1 
nt 2 85 d d. * ate 


9 K iht ii 
Dirfe Gulden 00 = , 0 1 mutiplice m man 


Dt 
dukte 1 — 0) welches, weil dieſe product ſammtuch = 
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man mit unbeftmmten Größen A, ze... und addire die er | 


Bye ER 2055 in 


a. man 28 50, nd er ke. 


1 
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ano. ep 2 00 155 5 (v) ＋ 4 600 I Ser Er 


— 1 


* Luce m „ anſtatt 1 >.) allein, eee 


90885 du, ſo iſt in der, Bedingungs⸗ Gleichung, welche für ihrs 
Exiſtenz Statt finden muß „ ſchon das Verhaͤltniß wilde 35 3 
abhängigen Größen y, 2, t... welches die Gleichungen „= 

8 vorſchreiben, beruͤckſichtigt. Alſo kann man u 


r 
dann die Variations Coeffikienten u 2, — “ t... die in der 


Bedingungs + Gleichung für bie Criten von du, vorkommen, 
als von einander unabhängig betrachten, und ihre Coefftcien⸗ 
ten einzeln gleich Null ſetzen. Die Abhaͤngigkeit, welche die 
Gleichungen <= o, s = 0... beſtimmen, iſt jetzt auf dle 
neuen unbeſtimmten Größen A, K... Übertragen worden. Waͤ . 
ren naͤmlich n Groͤßen y, 2, 1... vorhanden, und m Bedin⸗ 
gungs⸗ Gleichungen 8 zwiſchen dieſen n Grd⸗ 
ßen gegeben, ſo ſind noch n — m Größen als unabhaͤngig zu 
e Multiplicirt man nun die „ 


8 
gen — 0 % 1 = = 0, jede mit einem neuen unbe⸗ 


e ee wie A, 41 ſo kommen m neue will⸗ 
kuͤhrliche Größen hinzu, alſo find jetzt m + n Groͤßen, 
„ vorhanden, von welchen m Groͤßen mehr, 
alſo nun n überhaupt (n — m) ＋ m=n Größen unabhaͤngig 
ſind, Nun iſt es, nachdem die ſaͤmmtlichen Groͤßen mit ein? 
ander verbunden worden, gleichgültig, welche m Größen man 
als unabhängig von einander betrachtet; alſo kann man dazn 
auch die n Größen y, 2, t... waͤhlen. Folglich iſt die theil⸗ 
weiſe Abhaͤngigkeit, 1 0 die m Gleichungen 4 o, B=0... 
für dieſe Größen beſtimmen, gleichſam auf die m. neue Grös 
ßen A, K. . . uͤbertragen worden, und es find dadurch die ur⸗ 
? ſpruͤnglichen Größen y, 2, t.. unabhängig geworden, fo daß 
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un 1 w. . für 2 immer das Aehnliche, was ſich auf 2 bezieht. 
VIII. Da nun in allen dieſen Ausdruͤcken, die Bedin, 


gungen, welche die gegebenen Gleichungen 2 = o, = 0. AN 


für die Berbältniffe‘ der Größe 57 2. unter einander vor, 
ſchreiben, e find, fo find jetzt die Variations, ‚Sa 
9 8 


fekenten — —yY,— 2... von einander unabhängig, u 3 


kann, i au) die Eoefficienten derſelben einzeln ei Run 
ſetzen. Aus dieſem Grunde. zerfaͤllt nunmehr bie Bedingungs⸗ 
Gleichung für die Exiſtenz von du 3 in a De 
a | 
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welche Glecchungen zur Beſtimmung der Verhaͤltniſſe baue 
die mit Ruͤckſicht auf die Gleichungen o, „ 
zwiſchen den Größen Y, 2... Statt finden muͤſſen, damit Nu 


exiſtire, und zu welchen man alſo durch das Mittel, die Va⸗ 
riations: Coefficienten der Gleichungen 5 3 mit 


unb: ſtimmten Eoefficienten A, fe U multipliciren, und ſie 


auf die Weiſe in Rechnung bringen, ohne die Zurückleitungs; 


Operation, die ent das Verfahren ſehr erſchwert haben wuͤrde, 


a 13 5 5 
f 259. 
Die zur Beſtimmung der Groͤßen 1 15 4 durch x ge⸗ 


25 


fundenen Gleichungen (41g.) enthalten noch die willkuͤhrlichen 10 


Groͤßen a1, 2«-- die, weil fie willkuͤhrlich find, zu dieſer Dur 
ſtimmung nicht gebraucht werden können, 


9 685 Dieſe Groͤßen muͤſſen alſo aus den Gleichüngen (ao) 
weggeſchafft werden. Ihre Zahl iſt m, nämlich fo groß als 


die der Zahl der gegebenen Hedge cee % —＋ o, 
B=0... Die Zahl der Gleichungen (419.) iſt, wie leicht 


zu ſehen, fo groß als die Zahl der Größen Y, 2 alſo 


gleich n. Schafft man daher aus den m Gleichungen (4 19.) 
die m Größen A, fe... weg, fo bleiben zur Beſtimmung von 


. in * eigentlich nur n — m Gleichungen übrig, 1 welche 
. 3 f N ni H 2 Su j . 


d er ui 
Frese de d- (ie e 
+ # ze Ale I re Be 


\ 


Su, 


man 15 a zur Seen von y, 2. = in x 


u gebenen m Bedingungs⸗Gleichungen u * o, 8 2 1 f 


alſo hat man uͤberhaupt weten, (n — in): Im m n 6 2 
chungen zur Beſtimmung der n Großen y, 5 4 in x „die. 
dazu allerdings genügend. find, > 


* 
\ x 
v 
v x" N : Ki 
18 . 4 


2600 „„ 
Was die Wegſchaffung der m Größen 4 1. aus den 


n Gleichungen (419.) betrifft, fo ſcheint es, daß dazu die Zu⸗ 


ruckleitungs Operation noͤthig iſt, weil auch die Ableitungen 
der Größen A, E... vorkommen. Wäre dies der Fall, ſo 
wuͤrde man durch das ganze Verfahren, welches bloß zum 
Zweck hatte die Zuruͤckleitungs Operation zu vermeiden, wenig 
und vielleicht Nichts gewonnen haben, und es könnte vielleicht 
leichter geweſen ſeyn, aus den gegebenen Bedingungs Gleis 
chungen = o, 6 erſt unmittelbar, durch die Zu⸗ 
ruͤckleitungs⸗ Operation, die Verhaͤltniſſe zu entwickeln, die fie 
für die Größen y, 2... und ihre Variations-Coeffteienten 
S : 


1 


; gewöhnliche Weiſe in die allgemeine Bedingungs + Gleichung 0 


5 BR 1 e 
I, Y, TZ 2. 2 (402) für die Exiſtenz von du 
einzufuͤhren; allein es verhaͤlt ſich nicht ſo. Zur Wegſchaffung 
der Größen A, ... aus den Gleichungen (419.) iſt die Zus _ 


weil die Zahl der Gleichungen allemal nothwendig größer iſt, 
als die Zahl der aus ihnen wegzuſchaffenden Großen à, E. 
denn die Zahl jener iſt n, die Zahl dieſer nur m, und in ſol⸗ 
chem Fall iſt die Wegſchaffung allemal ohne Suruckletung, bloß 
durch Ableitung, möglich. 
Es mögen namlich, um ein einfaches Beispiel au geben, 
zwei Gleichungen von der Form 


oe (A, da, d’r...dı)=zo een 


n) 3 e 


e ſeyn, zwischen Miche 2 weggefifft ae Poll, ſo u. 


ya > PM beſtimmen, und dann diefe Verhaͤltniſſe auf die 5 


ruͤckleitungs Operation nicht noͤthig, und zwar deshalb nicht, N 


7. 


. Be Pr Ordnungen, N een der zweiten Siege die 1 8 | | 


3 2 Der Zweck alles Vorigen war, die Ausdrücke der Varias 
tions Coefficienten einer Größe u, beſonders ihre erſte Varia- 
tions ⸗Coefficienten zu finden, wenn dieſe Größe u nicht ſelbſt, 


Gleichungen von p ‚höheren Ordnungen, dergleichen . wie im⸗ 


mer die Ableitungs⸗ Gleichungen, mit den Stamm ⸗Gleichun⸗ 
gen zugleich exiſtiren, ſo erhaͤlt man auf dieſe Weiſe uͤberhaupt 
noch p ＋ Gleichungen außer den beiden gegebenen, und hat 
alſo zuſammen p + 2 Gleichungen, die faͤmmtlich die 
Großen a, da, de, bis zu dy ra, welche weggeſchafft wer, A, 


den aan enthalten koͤnnen. Die Zahl dieſer Groͤßen iſt aber 


nur p ＋ g A 1. Sie konnen alſo ſaͤmmt ich zwiſchen den 


pq + 2 Gleichungen, durch bloße algebraiſche dae 


nen, ohne alle Zuruͤckleitung, weggeſchafft werden. 


Da nun auf dieſe Weife eine Größe wie A mit allen ih; 
ren Ableitungen jedesmal zwiſchen 2 Gleichungen weggeſchafft 


werden kann, fo konnen zwei Größen, wie * und 4 mit allen 


ihren Ableitungen zwiſchen 3 Gleichungen, und überhaupt 
n — 1 Größen, wie A, a... mit allen ihren Ableitungen 


zwiſchen n Gleichungen Bae werden. Da nun die 


* 


Zahl m der obigen Größen A, E.. nie größer iſt als n — 1, 
fo konnen dieſe Größen allemal durch die bloße Ableitung, und 


hernach durch bloße algebraiſche Operationen weggeſchafft wer- 


den. Die Zuruͤckleitungs Operation wird ganz vermieden; wel⸗ 
“ der Zweck der Methode war. 


Dieſe einfache Methode willkuͤhrlicher ee de⸗ 
ren ſich Lagrange mit ſo großem Erfolge in der analytiſchen 


Mechanik bedient, iſt wahrſcheinlich noch in vielen andern 


Faͤllen der Rechenkunſt anwendbar, und vielleicht, wo er ſich 


anwenden laßt, von bedeutendem Nutzen. 


« 


on Maxima umd Minima. 


. i, 


VIII. en der Verwin bang Operation | 


r be beftimmen, wae Se is und e Werth e 8 
habe. Von dieſem Werthe kennt man dann, Nee va 
obigen Unterſuchungen, den aualytiſchen Ausdruck durch das ge⸗ 
gebene v du und kann nun daraus, was die Auges ver ⸗ 
langt, weiter finden. 7 


Der einfachſte Werth von du iſt eine Zweifel ge | 
Werth o. Daß Ja, wie ſich fogfeich zeigen wird, dieſen Werth 
wirklich bekoͤmmt, wenn u ein Maximum oder Minimum ſeyn i 


ſoll, iſt wahrſcheinlich der Grund, warum bis jetzt die Varia⸗ 
tions Rechnung auf die Unterſuchung groͤßter oder kleinſter 


© 


Werthe von u vorzüglich angewendet worden iſt. Allein die 


Rechnung iſt vielleicht keinesweges auf jenen einzelnen Fall bes 


ſchraͤunkt; es kommt nür darauf an, daß die Aufgabe eine 


Gleichung gebe, worin Ju oder Ju, Ju, u. . u. ſ. w. 
vorkommen; ſo laͤßt ſich entweder dieſe Gleichung, wenn es 
bequemer ſeyn ſollte, auf o. bringen, oder es laſſen ſich in die⸗ 


ſelbe, wie fie iſt, die Ausdrücke von du de u., die allemal 
u felkft nicht beduͤrfen, ſubſtituiren und daraus fuͤr die Aufgabe 


Schluͤſſe ziehen. So z. B. hat Lagrange gezeigt, daß die 


geſammte Mechanik auf den Variations -Calcul gebaut und 


folglich gleichſam auf eine Aufgabe von den größten oder klein— 
ſten Werthen beſtimmter Ausdrücke gebracht werden koͤnne. 


Wahrſcheinlich iſt auch die Variations: Methode in der Rechen⸗ 


kunſt (der ſogenannten hoͤhern Analyſis) von manchem andern 


ee und ihre weitere Ausbildung und Anwendung ſicht 


| Hier ſoll l bloß von der Anwendung au Maxima und Mi- 
nima die Rede ſeyn, und es ſollen dann noch einige Beiſpiele 

von dieſer Anwendung folgen. 

. 202. e 
Es bezeichne u irgend einen Gegenſtand, der ſich durch 
unabhängig veraͤnderliche, und von dieſen abhängige Groͤßen 
ausdrücken laͤßt. Der Ausdruck fuͤr u aber ſoll nicht gegeben 


# 


ſeyn, ſondern nur die erſte Ableitung von u, die v heißt Nun 8 5 


— 


ſchen den Elementen und a abhängigen Gröfen air, und 775 

nach den e ohne daß ſich v änderte, von unendlich TE 
verſchledener Art ſeyn kann. Es kommt alſo darau an, unter 
den verschiedenen u, die alle zu einerlei v gehören, insbeſon⸗ 


dere dasjenige aus zuſuchen, „ welches zwiſchen gegebenen Gren: 
zen den möglich größten oder kleinſten Werth hat. So z. B. 
iſt bekanntlich v = (I 4 dy?) der Ausdruck der aN | 
Ableitung von 1 Laͤnge einer Linte in der Ebene, wenn die 
Coordinaten der Linie X und y find. Zu dieſem v gehören 
aber unzaͤhlige u, denn es giebt unendlich viele verſchiedene Li⸗ 1 
nien in der Ebene, für welche alle v = VV dy) der 
erſte Differentials Coefficient der ‚Länge ift. Dre Verſchieden⸗ 
heit der Linte entſteht aber aus der Verſchiedenheit des 1 
haͤltniſſes zwiſchen den Coordinaten x und y, welches N 
unbeſtimmt iſt. Man kann alſo nach demjenigen Wi a 
zwiſchen den Coordinaten, oder nach derjenigen Linie fragen, 
deren Laͤnge u zwiſchen gegebenen Grenzen die moͤglich⸗ größte. 
oder kleinſte iſt. Dieſe Bedingung für die Länge beſtimmt nun x 
die Linie ſelbſt, und die Aufgabe, ſelbige zu finden, gehoͤrt 
deshalb fuͤr die Variations Rechnung, weil die Verhältniſſe 
zwiſchen den Größen der Aufgabe unbeſtimmt find, und weil | 
es auf Veraͤnderung der Form ihrer wechſelſeitigen Abhang; 
keit ankommt. N | 
Wenn alſo nun u den Ausdruck einer e e Stamm⸗ 15 - 
größe von der gegebenen Groͤße » iſt, und man ſoll unter ale 
len den moglichen u, die zu! ' gehoͤren, dasjenige herausfinden, 
welches zwiſchen gewiſſen Grenzen den groͤßten oder kleinſten 
Werth hat, fo kommt es darauf an, das Verhältniß zwiſchen 7 
den Groͤßen der Aufgabe zu verwandeln. Denn die Abs 
ſicht iſt, dasjenige Verhaͤltniß unter allen den moͤglichen zu fin⸗ 
den, welches dem groͤßten oder dem kleinſten Werthe von u 1 
entſpricht. Erfolgt nun dieſe Verwandlung, und drucken u 
und w ihren Gegenſtand fuͤr irgend ein beliebiges Verhältniß 0 
. zwiſchen Br: Größen der Aufgabe aus; ſo gehen u und v in | 


in r 600 aber, die te, wn oben Pr ei 
"und don welchen Größen gun u und v an 


e von der Form e W WW 
6 2 0 * ra Ev ui % 
2 = de E — day ＋ — dy,., und 1 
7 8 4 ö N vr 
10 N an 


. du * 15 deu an _» BT * 8: 
ehen laſſen. Von dil Werne Werthe von u 
und v, iſt immer noch derjenige von u, eben ſowohl die erfte 
Stammgröße von dem veränderten Werthe von », als u felbft 

die erſte Stammgröße von v iſt; denn da die Verhaͤltniſſe zwi⸗ 

ſchen den Größen der Aufgabe unbeſtimmt find, fo bleibt u. 

5 „le Stammgröfe von », welche Verhaͤltniſſe man auch zwi⸗ 

ſchen den Größen der Aufgabe annehmen mag. Alſo iſt 

eg allemal | e 

5 * 5 2 "= 
+ edv 99 5 — b 8 0 ＋ du + Sg 

ep e N 0 | 18 

v - 55 GR Pu. du ＋ d du a = den. 


| folglich, eben wie v— du, auch | 
. . a a döu, dev = deu . . und ER 
| R 421. | Er: 
N d % deu d= 5 . u. f. w. 

BR fe daß die Variations Coefficienten Fu, Jeu... von den Dar 

krliations Coefficienten dv, 2?v... abhängen. Wie ſich aber 

dieſe letzten, und dann durch Airug, aus ihnen an, 

de m finden laſſen, lehrt das Obige. 

Nun den u ſelbſt grade denjenigen Werth von u, Ka i 

man ſucht, naͤmlich den größten oder kleinſten, fo muß jeder 

andere, zut hf daran grenzende Werth von u, im erſten Fall 

N kleiner, im 1 größer ſeyn als u, alſo muß im erſten Fall 


N FOR, 
* A HT 


u . BR +7 2 de u e ſeyn, im andern 
Fall N größe feyn als u, das heißt: im erſten Fall muß 
8 | * u = de 1. allemal negativ, im andern al alen! 


1 — 


nimum größer ſind. . 
Die Verſchiedenheit der Werthe von u wird vun bn 


wohl der groͤßte „ Wah u unter alt c moͤglichen 
Werthen j fondern der größte oder kleinſte unter den zun aͤchſt 
daran liegenden. Eine Größe kann nämlich mehrere Ma- 


xima und Minima haben, und zwar ſo viele als die Gleichun 


| 
die das Maximum und Minimum beſtimmt, Wait ber, 
Allein dieſe Wurzeln drucken, jede mit gleichem Recht, ein Mas? 
ximum oder Minimum aus, und ein groͤßter Werth iſt kein Mi 
anderer als derjenige, bei welchem das Zunehmen in Abneh⸗ 
men, ein kleinſter, bei welchem das Abnehmen in Zunehmen 1 


uͤbergeht. Die Punkte der Maxima und Minima find. die Eul⸗ 


minations = Punfte der veraͤnderlichen Größen. Stellt man ſich 


die Werthe einer abhängigen Größe unter den Ordinaten einer 


krummen Linie vor, ſo ſind alle diejenige Ordinaten Maxima 
und Minima, bei welchen die krumme Linie ihren Lauf, in 
Beziehung auf die Axe, aͤndert. Dieſenigen fü nd Maxima, 


wo ſich die Linie, die ſich bis dahin von der Axe entfernte, 


derſelben zu nähern anfängt, und diejenigen Minima, wo das 
Entgegengeſetzte anfaͤngt. Es kommt alſo, wie geſagt, . 
darauf an, daß beim Maximum, ſowohl die Werthe der ver ö 
aͤnderten Größe, die dem Maximum zunaͤchſt vorhergehen, als 
diejenigen, die unmittelbar darauf folgen, kleiner, dan ‚is ö 


ur 


durch die Größe x allein beſtimmt, und zwar ſowohl durch ih⸗ 
ren Werth, als durch die Art ihres Hinzutritts zu dem Aus⸗ 
druck der wechſelſeitigen Abhaͤngigkeit der Größen der Aufgabe. 


Welche aber auch a feyn mag, fo 15 doch unſtreitig de 


unterſchied * U 1 9 5 d?u... um ſo Heiner, je kleiner * 


. iſt, denn die Größen du, de u enthalten weiter kein 2 ale 
liegen die verſchiedenen Werthe von u, dem erſten Werthe u 
ſelbſt um ſo näher, je kleiner „ ift, und folglich find die zus 


naͤchſt auf u folgenden Werthe von u, diejenigen, für welche x 


kleiner iſt als iene gegebene Größe. Daß aber die Past auf | 


a 


1 Größe, nut zw. N 


“du +- — ar 2 0 : allemal U negativ f feyn wenn u ein Größtes 


bene fo, 05 allen; paßte wenn u ein Kleinſtes iſt, man 


* mag m oft oder Fan ſetzen. Nun aber iſt das erſte 


* * 


Glied der Größe „u * — . wenn x : Sehr klein iH, 


allemal größer als die u 2 en; denn man gebe u 


ber Größe die Geſtalt * (Ju ＋ — a u. d u ) ſo 


E klar, daß weil 4 ſo klein 3 ie kann als 
man will, jedes moͤgliche du, weil es 1 enhäle, 0 im⸗ 


mer r größer ſeyn werde, als die Glieder — — — 9° 8 — 3 Nu 
. ER folgt, daß 10 ein e die 
Größe, „du +3 5 1 5 ſolle immer pofitiv oder immer 


negativ ſeyn, man mag «: poſitib oder negativ ſetzen, zu erfül⸗ 
len unmoglich iſt, fo lange das erſte Glied Nu exiſtirt; denn 
du an ſich ſelbſt mag poſitiv oder negativ ſeyn, ſo wechſelt 


du das Zeichen mit © zugleich, weil Ju nicht von » abhängt. 
Rn Das Glied «Ju muß alſo, wenn ein groͤßter oder kleinſter 


Werth von u exiſtiren ſoll, gleich o ſeyn, woraus, als Bedin⸗ 
dun für die Exiſtenz des Maximi und Minimi von u, 

422. du = o 
folgt. Nachdem das 1 Glied du weggefallen iſt, bleibt 
für. den unterschied der auf u zunaͤchſt folgenden Werthe von 


ne Sin - d „ uͤbrig, und dieſe Größe iR, immer 


en; wenn 8 pofttiv, und immer negativ, wenn deu 


‚wegutin. ift, % - Kalle, oder negativ ſeyn; denn da wiederum 


das erſte Glied — u größer iſt als alle Wege aus dem 


7 z 


4 eme Werthe möglich, 2 
. lich ein 8 tiver und ein negativer; al: SR die Größe 


/ 


* 


* 


4 
F 
16. 3867 


3 A 500 des 1 Olle Er 1 dicke ser as bende 


5 1055 dau 408 1 5 ach Penn, Zeichen von x, 1 das Qua 
drat einer Groͤße immer Hofitiv ie, die Große ſelbſt e 
ſitiv ſeyn oder negativ. Das Zeichen der Größe dz u entſch 

det alſo, ob der Unterſchied zwiſchen u und dem nachſt dar 

grenzenden Werthe dieſer Größe, . größer; oder kleiner als 0, 
das heißt ob u . Maximum oder N iſt, und 
zwar iſt . ie ee eee MET 


> 


% 2.5 u ein Meritt dar Pu negatias sur a 5 


und ein Minimum wenn Neu poſitiv if, 

Ales dieſes kommt mit der gewohnlichen Theorie der Maxima 
und Minima überein, allein es iſt vielleicht nicht überflüflig, 
fib ihrer hier zu erinnern, weil es auf die Anwendung auf 


Größen du, de u. e die. in den re Fal, | 


len nicht vorkommen. E 


„„ 263. , e 2 


Die Gleichung Su = o ift alſo die Bedingung für die 
Exiſtenz eines ‚größten oder kleinſten Werthes von u, die Größe 


den entſcheidet durch ihr Zeithen, ob der zu An = o gehoͤrige 


Werth von u ein groͤßter oder kleinſter iſt, und der Ausdruck 
u ſelbſt giebt die Größe des Maximi oder Minimi. 
Den Werth von u ſelbſt aus » zu finden, nachdem die 


Verhaͤltniſſe zwiſchen den Größen der Aufgabe aus der Steis x 


chung Ju = o beſtimmt worden, iſt eine Aufgabe fuͤr die Zu⸗ 
ruͤckleitungs Rechnung, und gehört. alfo nicht hieher. Die Erit- 
ſcheidung aus dem Ausdruck fuͤr de u, ob der Werth von 9? u 
poſitiv oder negativ ſey, iſt gewohnlich ſo verwickelt und ſchwae⸗ 
rig, daß man viel leichter an dem Reſultate ſelbſt ſteht, ob 
ſolches einen größten oder kleinſten Werth bedeute. Deshalb 
mag auch die Unterſuchung von deu, um den umfang die ſer 
Abhandlung nicht noch mehr auszudehnen, uͤbergangen werden. 

Es bleibt alſo nur die 9 der Gleichung du Er, 
übrig. 
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| „Gleicung erf rden, b 
ſeyn ſoll, fe, mag 6 deuten was man will 


ve eth haben, z. B. 
EEE ‚einen andern Werth Haben, 4 Rn 
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eerfüllt werden, wenn du exiſtiren foll. date u «pi WR 
Bar auf die Grenzen bezogen, folgenden de 5 
8 0 — N . ge ae s Ait 
Bi un: 1 8 N { 180 uus 1 3 1 ie ; 10 5 8 


EN Ae heran EN 8 x 1 4 — + d? ER ER 7 (387. * 
N N un ; x en 


Jian een 427 ee mia 


55 85 1 ; 7 EN 2 1 
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N * % Nn N 0 x 4 r ET. 
6 din ram 1 9 Const. 105 | $ 


5 d 0 J 
Sf . * * N dv ' = 
5 5 Wird nun die Bebo urge Gleichung u“ dy 8 d 


N - 0 von ſelbſt erfüllt, das heißt, iſt du für jedes beliebige 1 

1 Derbi zwiſchen den Größen der Aufgabe möglich, fo folgt 

0 Ya Verhältniß allerdings 990 5 der Gleichung r das 00 

” „ Nee , AR BE 
‚ Masimum oder Minimum 25 u — W =o Br hoden SR 


zwischen d den Größen Be Aufgabe, ah das. le, aus Vi 


felben folgende, für die Exiſtenz von du nöthige Verhältniß, 
if auch das, welches dem Maximum und Minimum entſpricht, 
denn ſchon bloß deshalb, daß erſt das Maximum oder Mini- 
mum möglich fen. iſt jenes Verhaͤltniß noͤthig. Die eigent⸗ 


. 7 Betingungs; Slecbüng für das 1 oder Minimum 72 


f K 5% 
c — -W= o bezieht fü ich dann 7 15 auf ein bestimmtes 


Verhältniß zwiſchen den Groͤßen der Aufgabe und folglich bloß f 
auf die von u, und dient daher nur noch, den Con⸗ 


nl 


a 


4 
der Gteichungen 7 — N 3 IN aa, iD vorkommen, 5 


noͤthig iſt, um das Verhaͤltniß zwiſchen den Groͤßen der Auf⸗ 


f gabe zu finden, welche ſie ausdruͤckt. Die Verhaͤltniſſe zwi⸗ f 
a 8 N | 
ſchen 2 in der Gleichung — 55 (00 — — 0 2 0 vorkommen ⸗ 


den 


weil ſich Alles auf die Grenzen Hel, nach der Natur der 
Grenzen ſelbſt beſtimmt. 


Dieſe zweifache Beſtimmung laͤßt ſich deutlich an einem 
Beiſpiel, namentlich an dem einfachſten Beiſpiel der kuͤrzeſten { 
Linie zwiſchen gegebenen Grenzen, ſehen. 


Wird namlich gefragt, welches die kuͤrzeſte Linie zwiſchen | 
gegebenen Grenzen ſey, z. B. zwiſchen zwei gegebenen Curven, 


ſo hat die Frage offenbar zwei Theile. Da naͤmlich eine Linie 


immer nur zwiſchen zwei Punkten gezogen werden kann, ſo iſt 
erſtlich die Frage: welches iſt uͤberhaupt die kuͤrzeſte Linie zwi⸗ 
ſchen zwei beliebigen Punkten? Dann aber: welche Punkte 
find es, in den beiden gegebenen Grenz: Curven, zwiſchen wel⸗ 
chen eine Linie jener Art die kuͤrzeſte iſt, von allen Linien ders 
ſelben Art, zwiſchen beliebigen zwei Punkten der Grenzen. 
Den erſten er der Preae. Beantwortet ſchon Bi Bedingung, 


7 0 


e und ihren Ableitungen werden, 1 


Br 2 = 
— x 
5 2 5 — 


“r A 
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0 Beamter Bei Gan a 
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* 


ER weh = O- ie die Gemen. . n nd 5 


e ch 15 
Be Te 0 . 


Enthält die Aufaabe te von den N abhaͤn⸗ 
gende Größen und es find Bedingungs Gleichungen zwiſchen 
dieſen Groͤßen im Allgemeinen gegeben, ſo koͤnnen dieſelben 


mittelſt der sERPrlien Multiplicatoren in Rechnung gebracht | 


werden (VII.). Waͤren auch noch Bedingungs Gleichungen 


zwiſchen den Größen der Aufgabe, in ſofern ſte ſich auf die 


Grenzen beziehen, gegeben, ſo kann man N auf eben 


N 


die Weise, bei der Gleichung fuͤr die Grenzen Br) TER 


Coefficienten mit willkuͤhrlichen Coefficienten multcplieirt 


der Gleichung fuͤr die Grenzen hinzuthut, 3. B. wi 
n A = 6, B 8, 86 Grös 
sen der Aufgabe, in foferh fie fih auf die Grenzen beziehen, 
gegeben waͤren, ſo muͤßte man ihre Bariations+ Cotfficienten 


in Rechnung bringen, indem man nämlich ihre Variations⸗ 


und zu 
die 


8. Mn 
— (A) und — — ®) mit wilkührlicen Groͤßen z. B. mit und 


. e und zu den Gleccurgen fuͤr die Green addis 


ren, die Bet 


44. ch ＋ * = en 7 20.0 


en und in welcher nunmehr, in pfern noch die etwa 
außerdem Statt findenden Verhältniſſe für die Variations- 


Coefficienten der abhängigen Größen der Aufgabe beruͤckſichtigt 
ſind, die Coefftcienten zu dieſen Variations Coefficienten ein⸗ 


zeln gleich Null geſetzt werden muͤſſen, weil wegen der einge 


führten Bedingungs⸗ Gleichungen die Variations Coefficienten 


als von einander unabhängig betrachtet werden konnen. 


K 


W 


— 
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e Aufgal kann da e Gti u nur 
in o Men ein Marit Ei oder Minimum zwichen gegebenen 
Grenzen fi ſeyn ſoll, als die Stammgröße und deren Ableitun 1, 

gen vw, v ——— zwiſchen den nämlichen Grenzen 1 0 imte 
Werthe haben. Man nennt dergleichen Maxima und Minima 
belst ive waͤhrend im Gegentheil die vorigen, tie 
heißen. Ein Beiſpiel eines folchen relativen Maximi liegt in 
der Aufgabe, diejenige Linie von gegeben er Laͤnge zu finden, 
welche mit einer andern gegebenen Linie den größten Raum 
einſchließt. Denn hier fol der eingeſchloſſene Raum nur in 
ſofern ein Maximum ſeyn, als die een Linie eine 9% 


5 gebene Länge hat. 1 x 


Solche Aufgaben bedürfen ah San, Wee 
ſondern ſind in den vorigen enthalten; die Bedingung naͤmlich, 
daß die Stammgroͤßen der gegebenen Groͤßen W e one ben 
ſtimmte Werthe haben ſollen, ſchreiben der d e 
weiter vor, als gewöhnliche Bedingungs Gleichungen, die, wie 
immer, durch die unbeſtimmten Multiplicatoren in Rechen 
gebracht werden koͤnnen. . N 


E.s werde z. B. die Stammgröße der 1 Größe 0 


V durch U bezeichnet, fo daß V = AU, fo if dU — Massz 
die Bedingung aber iſt, daß die Groͤße U zwifihen den gege⸗ 


benen Grenzen der Aufgabe, alſo die Größe vw U einen 


beſtimmten Werth haben ſoll, ſo daß alſo SU — N = 
Man behandle, um diefe Bedingung in Rechnung zu bringen, 
die Gleichung AU — Vo, von welcher fie ausgedruckt 
wird, wie jede andere Bedingungs-Gleichung, das heißt, man 
nehme davon die erſte variirte Gleichung Jd - IV = o, 
multiplicire fie mit einem unbeſtimmten Coefflcienten =, und 
addire das entſtehende Product 2 (Id — Y V), welches eben 
falls — 0 iſt, zu dem Variations Coefficienten J der Ablei- 


tung v, deren Stammgroͤße u das relative N oder Ey 


Minimum 5 fol. Hierdurch geht I in 
425. J +» GO -v) 


1 0 Das Glied „dab, oder „d U, iſt ni bh anders, a: 


Hs 


** 
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125 


7 
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EN Null e amit die Stamm 
eiſtire, die Groͤße 9 ab Inabhängig, bleibe muß, fo 
hr Coeſſteient u = 0, und folglich » — Const. a. D 8 
Reſt der ‚Größe „, nämiic d (), iſt eine vellſtandige 


u 


Able und giebt alſo für. du den Theil du oder 400, der, 
auf die Grenzen bezogen, bie Größe a (U — 0) bat. Nun 


ſoll aber nach der ae Bedingung 118 — 4 einen be⸗ 
bim m gen Werth haben. Alſo fi ſind die BariationsıCoefficiens 


teen von U — U gleich Null, folglich iſt U — 5 und folg u 


lich auch der Theil von Ju der von dem Gliede 19d U her 
kommt, gleich Null, ſo daß alſo dieſes Glied auf den DE 
von Du keinen Einfluß hat. 

Es bleibt alſo noch das Glied — 2 Vübrig, welches, 
l eine Conſtante a ſeyn muß, gleich NU tft, fo daß 
75 durch die 5 der Aufgabe nur in 1 

426. dv — ag N 
N was daſſelbe iſt, v in 

427. vaN 
gebt Die relativen Maxima und Minima können alſo 
als abſolute oder unbedingte behandelt werden, ſobald man die 
Große V, deren Stammgroͤße u, zwiſchen den Grenzen der 
Maxima oder Minima, einen beſtimmten Werth haben ſoll, 
mit einer beliebigen Conſtante a multiplicirt, und von der 
Größe », deren Stammgröße u das Maximum oder Mini- 
mum ſeyn ſoll, abgezogen hat. Dadurch bringt man die Be⸗ 
dingung in Rechnung, und darf alsdann nur das abſolute 


‘ 


7 
Maximum oder Minimum zu der Größe . a ſuchen. 


/ 
— 
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e e eo, 


Es können auch noch viele andere verwickeltere Falle, cal, 


| 0 bisher angenommenen, vorkommen, z. B. die Ableitung v, 


deren Stammgroͤße der Gegenſtand der Aufgabe iſt, kann, au- 


ßer den Elementen und den aus ihnen zuſammengeſetzten 
‚Größen, noch andere Stammgeögen enthalten, die nur 


* 


ie 7 


\ 


Ä wesen an 5 


. von der den 
Fa N „ 
vz=. v. ay, d? Yır ss pP) HR N 5 MN 
wo p eine az. ve n der Form | al, 45 = . 
n 4 p Gr y, dy, d? Fr ) he LS 1 . 


if; auch kann die Ableitung v nicht unmittelbar, ſordern nur 
durch eine Gleichung, ſelbſt wieder mit Ableitungen un 


Stammgroͤßen, gegeben ſeyn u. ſ. w. Ich uͤbergehe, um mi 
nicht zu weit auszudehnen, dieſe verwickelteren Falle, da ich 


keine vollſtaͤndige Abhandlung uͤber die Variations Rechnung 
ſchreiben will, ſondern nur die Prineipien recht deutlich vorzu . 
tragen beabſichtige, deren Anwendung auf die verwickelteren 


Falle uͤbrigens keine ſolche Schwierigkeiten finde, die etwa au 


die Principien zuruͤckwirkten. 0 
Das Bisherige enthaͤlt die Theorie Her Wetattond Rech⸗ 
nung in den einfachſten Fallen, und es ſollen nun einige = 


auf 5 Peilpisle folgen. „ „ 1 
. Beifpiele ß 1 ; 
| Erſtes Beispiel. | Re 


Bon der een Linie in der Ebene jwifgen 5 


zwei 25 el Punkten. 


Der Ae Ausdruck der erſten Ablenung der ent g 
einer Linie, deren Coordinaten * und W iſt bekanntlich 
Ver dy). Mo hier ie, 

428. » U Hay?) 


A 9905 die unbekannte Stammgroͤße u von v, 410 die Länge 


— 


der Linie ausdrüden wurde, ſoll ein Maximum ſehn. 
Der Ausdruck v Pr. dye) iſt in dem allgemeinen 

Ausdruck 1 HfG 22 dy, dey ..) enthalten; alſo iſt hier 

die Bedingungs⸗ Gleichung Ai die Se von du diejenige 7 


d 
(885.) namlich: „ 4% „ | «rue „ 
nachdem an 990 iſt | 880 


1 1 1 * 5 
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alf giebt die Bedingungs⸗Gleichung hier — d F 

=o und die Shaun der Grenzen iſt 1 

5 „ d 9 1 dy 8 
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dy — 1 2 N oder 47 rm 55 bs 
| alle y=bx + Const. oder | 
429. Y = b Ae. g N 
Dieſe Gleichung gehört der graden Linie, alſo ift nur die i 
grade Linie des Minimums fähig. Die Coefficienten b und e 
koͤnnen auf die bekannte Weiſe nach der Lage der gegebenen 
Grenz⸗Punkte beſtimmt werden. Da nun ferner die beiden 
er der FIR feſte Punkte feyn follten, fo find bie Drdis a 


naten 7 und y, welche zu den Grenzen gehieen, unveränders 


8 * 8 0 
10 und ſaguch ihre Variations; Coeſfieienten und —y 
ö EA x KN 


glei Null, alſo wird die e Gleichung 951 Grenzen u men 


von ſelbſt erfüllt und giebt folglich nichts weiter, wie es a 
ſeyn muß, weil die Aufgabe durch die Beſtimmung der Ge⸗ - 
ſtalt der Linie völlig 8 iſt. 


„„ e 1 
1 x 15 N F 
55 . 0 5 Rn: r 
EN 1 N 
s8 weites Beitsien, ER 


Bon 1 15 kürzeſten Linie in der Ebene beigen 

0 e auf die e „Are. 
269. 5 

| Die Ableitung v, deren Stammgroͤße u ein Minimum 

ſeyn ſoll, iſt dieſelbe, wie in der vorigen Aufgabe; alſo bleibt 

Alles, was daraus folgt; nur ſind jetzt die Grenzen der Linien 

nur noch in Beziehung auf u unveraͤnderlich, nicht aber mehr 


- 


in Beziehung auf y. Obgleich alſo die Veränderung 


der Grenz» Punkte der Linie auf x keinen Einfluß hat, und 
es alſo noch nicht noͤthig iſt, x als von einer neuen Größe w 


N vf. 


— 


9 
abhängig zu betrachten, ſo ſind doch nicht mehr Fund a. 7 


gleich Null, ſondern vielmehr willkuͤhrlich, denn man kann 


die Grenz- Punkte der Linie in den Perpendikeln annehmen, 
wo man will. Alſo wird jetzt die Gleichung für die 1 
nicht mehr von felbft erfüllt ſendern iebt weil | 
ea alfo auch für die Grenzen, = = o war, ö 


d e ( — 25 2 0 1 X 


— . a? 
woraus folgt, a 2 O. Nun war De 


auch b = o und die Gleichung fuͤr die A Linie y= bx 

ee geht über in 1 
„ | | 

woraus folgt, daß die kuͤrzeſte Linie zwiſchen den Perpendikeln, 

in willkuͤhrlicher Entfernung c von der Abeiſſen⸗ Are, mit der 


= b, alfo iſt 


ſelben parallel, oder auf die Perpendikel ſelbſt perpendi⸗ 


kulär c fen muß, wie gehoͤrig. 
0 
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e ee Beiſpiel. 


Von der kuͤrzeſten Linie zwiſchen zwei gegebenen 
Kine in einer Ebene. 
270. 
Die Ableitung „ it Aminen noch die naͤmliche, wie in den 
beiden vorigen Beiſpielen, aber da die Grenzen weder nach 


2 * 
N 
Ir Ä J 2 
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einer neuen Größe w e werden. = | * 
dert zwar nichts an der Bedingungs Gleichung für die Erl, f 
ten von Nu, und folglich auch an der Gleichung der Linie FE, 
nichts die daraus folgt, v vielmehr iſt die Linie nach wie vor 
eine grade, wohl aber an dem 5 von da, zu welchem 


N. 3 
die 1 Größe v En x hinzukommt. 5 a 
Da ve = pi + dy? 5 ſo * dieſe Größe a € 
A 
GH. x un fel ee — 
* 0 0 0 dye w „ 
* ya Ice = X. Da es darauf ankommt, die Werthe 


der Bariations: Gocffefenten ” Ordinaten für die Grenzen, 
aus den Gleichungen derſelben zu nehmen, wobei nicht ſowohl 
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8 & 
bie Gabe. — 1 als die e = N vorkommt, fo iſt es 
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Br 2A. 
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einzuführen. | nee 2 | 
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Ks Diefes auf die Grenzen bezogen, giebt foigenbe Gleichung „ 
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0 gabe blaben le 7 e mögen 


Br gen, 0 if einzeln en und ER ze 113 | 5 
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ig. 20. 1 fe. die Gleichung der erften Grenz; Linie 
DE folgende: 9 Bra „ ſo u die Berdälsniffe mis 


2) 
ſchen den Bariarlns »Coefelenten 560 und — x der geſuch⸗ 5 


ten Linie BC aus der Gleichung * — ei, neh wer; 5 


den, denn da der Endpunkt der Linie BC immer in der 


Linie DE liegt, welche auch die Linie B C ſeyn mag, ſo haͤngt 


nothwendig das e zwiſchen den Voriätionse Coeffi⸗ 


8 
cienten N und 00 fuͤr die Linle BC, die ſich auf 2 5 


. von einer Linie BC zur andern beziehen, von der 
Gleichung G * D 0 ab. Dieſe Gleichung gilt nun „ weil 


immer von den Endpunkten der Linte BC Di, Rede iſt, auch 


wenn man darin x und y varürt, denn es wird dadurch nichts 


ander sh ri 


ausgedruckt, als der Uebergang des Endpunkts einer Linie BC) En 
zu dem Endpunkte einer andern. Alſo e die varlürte 


Gleichung 
d 
Sen e h e 


. Statt, die ſich wie geſagt 5 die Linie BC bezieht. E07) 


findet wie immer die Abeltengs Seine 


1 d f | 
Zen . A ee dy 
Statt, die ſich auf in Linie DE bezieht. Multiplieit man 
ri 
die letzte mit — * und zieht ſie von der erſten ab, ſo 9 8 


* 


WR: d 5 
. 9 A u 


„ , 0 40 g*= 0 


| NB e 
ale Eoifkdenen gen 26 und — ri m, die aus N 


x; 


tur der Linie DE folgt. a 5 N 
N a nal 
Die Variations ‚Coffeenten — 2 00 und u, 158 bee 0 


Gleichung beziehen ſich 20 die e BC, die u zu einer 
andern Linie ihrer Art übergehen fol, während DE die naͤn⸗ 
liche bleibt; bingegen dy bezieht ſich, weil es aus der Glei⸗ 
chung für DE genommen iſt, auf DE. Um dieſes dy von 
demjenigen dy zu unterſcheiden, welches fuͤr die Linie BC vor- 

| gekommen iſt, ſchließe man es in Klammern, und bezeichne 

auch, um die erſte Grenze anzudeuten, Alles mit o, ſo iſt 
nunmehr die e Gleichung. (432. ) genauer beftimmt, 
folgende: 


4b. Hi % 0 
2 Nun war die Gleichung für die erſte Grenze, die aus 
du 8 0% alſo un der . der Aufgabe folgt, 

64. a) 0 4 „ 0 


In dieſe Gleichung müffen die Verhaͤltniſſe zwiſchen den Va⸗ 
riations⸗Coefficienten, die aus der Form der Linie DE folgen, 
und die vorhin gefunden und durch die Gleichung (433.) aus⸗ 
gedrückt wurden, eingeführt werden. Multiplicirt man daher 


die Gleichung 433.) mit ay und leht se fie von (4330 ab, ſo 


erhaͤlt man 
\ J 


1 


° 
2 * ＋ a5 ap) * o oder 


FR 1 + 4 (4) 0 
zur Beſtimmung des Endpunkts B der Linie BC. 
Bekanntlich druͤckt dy die Tangente des Winkels aus, 
welchen die Tangente einer Curve mit der Abeiffen: Are macht. 


Alſo ſind dy und (dy) die Tangenten der Winkel, welche die 
Linien BC und DE, beide im Grenzpunkte g B, mit 
der Abeiſſen-Axe machen. Der Unterſchied dieſer Winkel iſt 


— 


EN, 
9 


BR 


1g. — 1g 6 


IP 
iſt, u an Nun ift zufolge (405.) der Nenner ie 
1 dy %% 


ſes Ausdrucks 1 + dy (dy) S o, alſo Mt tig. Pe u 46 9 


= 0 und folglich « — 5 gleich einem rechten Winkel, das 


. N * A } 
ir 2 g W 


* ve ingen te f Kai Die 1 
trigonom etr ſche Tangente dieſes Unterſchiedes aber iſt, wenn 
die beiden Winkel und e heißen, wa * — = 


mis alt, weil tg · Say, 18. 4 = 


x 5 — MT 1 77 * BY; BR g FE 
h 75 1 5 . f \ 7 As 
* 14 FRN * e 11 2 1 
8 ee n 1. 5 1 1 1 Re, 2 175 


{ 1 N 8 


heißt: die Linie BC muß, um die kuͤrzeſte von ED ab zu ſeyn, N 


die Linie DE unter einem rechten Winkel ſchneiden. 


Genau daſſelbe wurde man fuͤr die andere Linie FG fin⸗ b 
den. Alſo iſt die kuͤrzeſte Linie zwiſchen den beiden Linien ED 
und FG diejenige grade, welche die beiden Linien ED > und | 


FG unter Winkel e f 


| 
* 


Viertes eifel 


Von der Linie in der Ebene von gegebener 
Lange, welche mit einer andern gegebenen Linie 


5 | den Aten Raum einſchließt. 


r 


Dieſer Fall iſt der eines bedingten oder relativen Maxi- 
mums, denn der eingeſchloſſene Raum iſt nur in ſofern ein 
Maximum, als die Laͤnge der Linie eine beſtimmte Groͤße hat. 
Hier alſo findet die Rechnung ($. 266.) Anwendung. 

Die “ae einer Linie iſt e Mi I: 


d r Y 
Fig. 21. A Flaͤche AMP, welche eine Linie mit den Eis 
dinaten einſchließt, u e 


5 die Fläche APN, weicht die 1 8 Linie ADB mit den 
Br. en Coordinaten einſchließt, iR, wenn PN n, 


m 5 we die e, 
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Rn KR ber un v Ve A | 8 
a und folglich daſelbſt, 8 vn . EN, 
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165 bene Größe, die fo behandelt werden kann, als wenn ein 
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bt, e ; r Ba } 
„sie wei ae = I, dy vr 4 VI 1 
g Ei 0 it, 9 3 
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„ +4 Vor)” 
8 iſt die Stammgleichung . 
1 0 55 | Su 200 9 : 
NA ak = Cons. = _— b. 105 f 
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Hiervon iſt die Stammgleichüng ee * 


SR Y ba: = x)? ) + Cons, —]/(a? ee | 
Be, alle ir Die Gleichung der Linie, welche die „ 52 a 


E Aufgabe erfüllt. N | 4 
| 10 g 437. ( — 00 = ar, — (b — x): DL 5 n an 
9 . Sa N N 7 1 1 

77 
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un 


u y= > 0 Find, fo 

alſo ſind e und b die Coordinaten des Ae 0 

des n der 3 mit der Abeiſen, Are. 
” hr 1 u 


eo = a2 


a) ya 72 
0 b 27 g 5 s 


Die Dulchſchitke Punkte A, B find nicht sfim 


AR nd die Grenzen veränderlich 
Hängig betrachten. 


en gr 3 


f den Anfange - e e 
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1 iſt die Gleichung für ‚die Gren 
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Folgt muß man * als a 


A 


— - dy — * 


KK ® - u & a N 
Jr 


ea (dh 2 
Es iſt e eee vr 


— A 5 
var), e Er 


45 5540 — [y 4e a Tn 8 * ai 
Fi - Nr n 7 5 
G, 


2 ve ady 
N 
Die Gleichung der Linie ADB ſey 
Ao. fay=o 
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Du Abteitunge: Sleicung der Bine ADB iſt 


9 4 
u he eben an e 
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x Paz 202200 2 
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fo if wie in G. a bie a Stun diefer eine 
d 
5 Ei mx Ie 2 o 0 


N a h > 
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TR 


0 . 
mull man die 55 mit - Er und a Re von der es 


ben ab, ER bel m man 


* 


7 \ 


| 0 „ 3 70 
110 * A 6% e ze‘ 
1 A. 5 00 e Br 
| welches die bana, Gui für das werben de | 
N 5 g 
Variations Eoefficienten 500 und — x iſt. Eben wie in 1 


EN (C. 270.) und aus denſelben Gründen 99 ſich d 7 auf die 0 
Linie ADB, nicht auf ACB, und muß alſo beſonders bezeich⸗ 
net werden, z. B. h Einſchließen in Klammern. Alſo ‚af 

eigentlich 


44. vn 8 
° 
St man * wabeung wischen — = und. — X in den 


15 Ausdiud von — = () (430) fo erhält man 


„dab 
ze beraten a e 
oder 
ren y (dy) nan Oy). u 
az Iq 
1 7 8 


K . e 
955 je ( +ay (ay) 6 
19 5 b e ; I 
welches für jede der beiden Grenzen A und B gilt. Alſo iſt 
die Gleichung fuͤr die Grenzen 


ar oder 


3 * 2; ne ay N 
S0 — e ee — X 
w V 


„ Ii " | 
6A F 5 


1 | N A dye) n we. 
Die Große y * ox zeigt die Laͤnge der Ordinate . an. N 


= o. „un or die elde Pen 
3 A. ya 0 0 
(dy 5 2 1 * „imo 
TR 1 “ir. . „ 
. Veran” " Va+ap) 1 
Die Sröfe — — * kann aus der gegebenen Gleichung der Linie 
ADB nicht . werden; denn wenn dteſe Gleichung, wie 
oben, f α o Ye ſo iſt der ge Bariations: Coeſſteient davon 
d . 
E Is ＋ 5 1 o ober 
9 4 
Gicht ses 5 f 


5 woraus folgt, bab 0. x unbeftimme bleibt. Alſo ift 5 deal, 
und folglich auch an den re willkuͤhrlich. Folglich 
| 8 „ ° u 
find in (443.) die Soefflcienten zu = x und ® * 1 


2 44. 


gleich Null. Mithin iſt f | 1 


444. 1 ＋ dy (dy) o und 1 107 (d y) O 
Daraus folgt, wie in (§. 270), daß die geſuchte Linie AC B 
mit beiden Enden auf der gegebenen Linie ADB ſenkrecht fie 
hen muß. 

Die Linie von gegebener Laͤnge, welche mit einer gegebe⸗ 
nen Linie den größten Raum einſchließt, iſt alfo ein Kreisbogen, 
der auf der gegebenen Linie an beiden Enden ſenkrecht ſteht. 

Iſt die gegebene Linie eine grade, fo muß dieſer Kreisbos 
gen der Umfang eines Halbkreiſes ſeyn. Soll alſo eine Linie von 
gegebener Laͤnge mit einer graden den größten Raum einſchließen, 
fo muß fie in den Umfang eines Halbkreiſes gebogen werden. 
Tdſt auch die Länge der graden Linie gegeben, fo findet 
das, was die Gleichung fuͤr die Grenzen giebt, nicht mehr 
Statt, weil alsdann die Grenzen beſtimmt ſind, und folglich 
die Grenzengleichung von ſelbſt erfuͤllt wird. Alſo bleibt nur 
die Beſtimmung fuͤr die Geſtalt der Linie im Allgemeinen. 
Die Linie alſo von gegebener Laͤnge, welche mit einer 1 


Ve 0 88 Sie 0 RR 
Die Länge der gegebenen graden Linie kann auch 0 5 
In dieſem Fall iſt A CB ein ganzer Kreisumfang, van. 1 
unter allen Linien ei sröBeften Raum e 


2 


6 © RN 1 RR f x 


8 b ee 
Von der Linie, die mit ihrer Ebolute und den 
Halbmeſſern der Kruͤmmung an den Enden, 
unter allen uͤber gleichen Abciffen, den größten 
985 oder e Raum einſchließt 
9 8 5 273. . 

Fig. 22. AN he die gefuchte inte, Seh Ebern 
AP x, PM = y ſeyn ſollen. AL ſey ihre Evolute. Die 
Evolure iſt der geometriſche Ort der Endpunkte von den Halb⸗ 
meſſern MK, ML etc, der Krümmung der Line AN. Die 
Fläche AM K ſey =#, die Lange AM = s, ber Halbmeſſer 

der Krtümmuug MK = r, ſo iſt bekanntlich 


ö dss e e OR 
ar = rds unde = — gay, alf w 
e e | a 
445. — 4j f g ' 


Die Bedingung, daß die Abeiſſe x 5 gegebene Sr Haben 
| 1 
fel, giebt. U =* 4 * und V . 

Da nun die Fläche: Fein Maximum oder Minimum bun a 
ſoll, fo. iſt die Größe, die als v behandelt werden 4 94 
„ aW oder 


x 4 
* 1 — — — RR 
45. 1 dy x 1 
| Da dei N Ahr dy?, fo koͤnnte man » ganz in y ausdrük⸗ 
1 dy 2) 2 
ken, nämlich vo u — a. Wollte man hier 


auf die Danis, Öeidung für die Erin un Maximumg 


\ d 
oder Minimums — v u Be er 5 v. 0 anne, 
den, ſo wäre | 


2 5 5 A . 5 N 


856 dy r 


2 | a Or 
ea. „te ie 
— — 8 . 0 Nein 


N | 2 — 


S 
7 


und hi iſt ech zu ſehen, daß man eine Asteitunge Ste ichung 


14 8 
5 von = vierten Ordnung erhellen würzez denn d N RE 


S 


dey . 75 


1 0 


8 
würde fon d y und beg de 5 v v fogar dey enthalten. Re 


Die Rechnung wuͤrde alſo auf dieſem Wege weitlauftig fon. 
Um fie abzufürgen,.. kann man wie folgt verfahren. . 
Statt naͤmlich y zu derjenigen Groͤße zu wählen , deren 
Abhängigkeit von x deſucht wird, nehme man dazu die Größe 
ds, die eben ſewohl von x abhaͤngt als Y, ſo iſt, wegen Na ; 


ds de s 00 
= Vds: — 10, de 1 Varıy alſo iſt alsdann 5 
F dss Vds 1) 
v=—ds! — BE RN ea 4 5 
(ds: — 1) 7 
ober wenn ds = Bi heißt: „ ,, 
2 ER ee | in e 
447. v e . 0 1 (yo ET. 


dp 
Man koͤnnte auch dy ſtatt Y zur abhängigen Große nehmen, 
allein die Rechnung iſt nicht ſo einfach als die mit ds. 
Die Bedingungs⸗Gleichung für die Exiſtenz des >: 
oder Minimums ift nun f 


Dat, d u 25 d? a RN 9 1 754.5 
e g TT 
P | 0 dp x 
a, __ . E VVV; 
Bu ö - PVEar 
— 1 AN 2 2: N 8 x j 5% 7 * 2 
g dp 8 i dp? zu N | 1 7 9 5 
3 E. Er e ee 
TT dp 5 
d * 2352 32 N 1 
rn | 
ee 1) ea ö 


ar 1,Bß=y=: 2; folglich iſt 


5 e 
Die kirchen Glieder an > N 
Bingungs  Gleiäung a 
ne sd Pr 0 
je Pape = 3p0, J en — 27 ober 
ap Ip = F eee a 
causa ii Fr a 1 
a ala 3 o, sr 
a 22 n e "Ve iR 
p 1) dp = = ‚dp? (4p? u oder 24 
„ en pdp 3d5ßp 
400. re 33 5 p 
e e N ut; 
Man ſetze . 79 ee 
fe JG 80 05 4 k | 
(p? BA oe 2 Ka EAN a zB 
Erz —* P (pin 1) 


a EST TER ERROR +8#8p +rP? — vp, alſo 


— .=1,a+6+,= ee Diefes 
giebt = ; und wegen — = I, — 1 ＋ 2 . o, lo 
e 10 f 


1 
TVT 
) Tr 2(p— un Dr in 4 


d’p. Apdp dp 3dp + = | 
DB po E eee 
Hiervon iſt die Stammgleichung . 
log dp = 2 log (p- 1) — 2 log b EY leg (p- 
115 3 log pA log a, wenn log a die Ba husten 
bedeutet, oder auch 8 


(Pi ehe 


ge dp = los 3 = log an, a 
M p? —1) 2 ute — n 


alſo iſt | 3 | 


45 55 = ap Hp 5) 
Es war p = ds alſo iſt Hop- — 1) Vas. — B S. 
Dieſes giebt 


ER dp 
or urn ap’ dy oder 25 == he 


} ö 


Hiervon 1 die Stammgteigun an: 5 . 1 Const. oe 


1 7 
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EM 
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=. 8 1 m ba, f it 


a 
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55 a A ER 4 Jah-, alſo if 1 Hay: REN dy⸗ 
n 

51 1 — 1 EN N . A 

A 1, oder dy- = as alſo | | 
ep 922 1 
eee f 0 


Die Stammgröße hiervon iſt bekanntlich die Gleichung einer 
Cyeloide. Alſo hat die Eycloide die Eigenſchaft, daß der Raum 
den ſie mit ihrer Evolute und zweien Halbmeſſern der Kruͤm⸗ 


mung an den Enden des Bogens einſchließt, ein Maximum 


oder Minimum gegen alle andere Linien über gleichen Abeiſ⸗ 
| fen 1 | 
274. 


Man pflegt auch wohl, wenn man dieſes Beiſpiel giebt, ! 


die Bedingung wegzulaſſen, daß die Linie über einer gegebe⸗ 
nen Abeiſſe liegen muͤſſe, allein es iſt nicht ganz deutlich ‚was 
man alsdann unter dem Ausdruck: die Flaͤche zwiſchen der 
Linie, ihrer Evolute und zwei Kruͤmmungs⸗Halbmeſſern ſolle 
ein Größtes oder Kleinſtes ſeyn, verſtehe. Zum Begriff 


des Groͤßten oder Kleinſten gehoͤrt ein Anderes, gegen welches 
die Vergleichung angeſtellt werden kann, und welches kleiner 


oder groͤßer iſt als das Maximum oder Minimum. Ein ſolches 
aber ſcheint ohne weitere Bedingung nicht da zu ſeyn. Daher, 
glaube ich, muß irgend eine Bedingung hinzugefuͤgt werden, 
und zwar gleich vom Anfang an, wie es bei Einführung der 
Bedingungs: Gleihung nöthig iſt. Man kann verſchiedene ans 
dere Bedingungen machen, z. B. daß die Linie mit andern, 
gegen die man ſie vergleichen will, gleiche Laͤnge haben oder 
mit ihnen und den Coordinaten gleiche a einſchließen ſoll 
u. ſ. w. Im erften Fall wäre 


ds! 
v. = — dev — a ds, 
im andern 5 
| ds 
,,, 


a In dieſen beiden Faͤllen iſt die Rechnung viel I vermidlten. 
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Ar 
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rs 
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. . geitenlinie unter zwei feßsn Yun 
NN in der Horizontale. 

Bye a 5 en; IR 
ao Fig. 23. Die Kettenlinie iſt diejenige e, Baia 5 
Schwerpunkt tiefer unter der horizontal angenommenen graden 
Linie durch die beiden Aufhaͤnge⸗ Punkte liegt, als der en 
punft jeder andern Linie von gleicher Laͤnge. Ai N 

Es ww AB.) PM. y, AC der Bogen 5 
BAD — b, der Bogen MA = s, die Tiefe des Schwer; 
| punkts u unter BD = t, fo iſt nach ſtatiſchen Gefegens 


' “ . N b [a — * de J ist 1 

BIETER N n ene e ine, 

5 Re | ’ . t 40 as | ie Sarg 55 er ee ; 
ee ee DT TEE FT Tr e e 


und diefe t ſoll ein Maximum ſeyn, unter der Bedingung, 


an daß s = b. Hier if une und Vd al, 


CN e 
N „ eee Da 
ober kurzer 1.0 g „ . 
f 0 ee Vn or 


1 b 1 Be! Br 
5 — (e239) AR 
Dife gi 1 vs 00 8 5 . N a I atdyp day er Vr Lc. 


— o. Ale 5 hier bie Bedingungs Gleichung. für die Spitenz, 


d d 
* des Meximums BE 4 N 5, welches Jeb y 5 vi — 


f Const. = x, alſo (e — * e = ». Dorau folge 
"0 * fi ( * 9 0 5 
N an ehr Be; dy- I Eee 8 
255 — f day? a: + I oder | BE “ng 
=» 


oder dy = Le 


Be . 
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Ä * - * 
mi, 


Nr * 
J Ay, 8 a ER 85 9 


8 bie bekannte Anrunge-Seung fie die Ketten 
nie iſt. 1 u 


Da 15 Grenzen feſt find, 1 lan, weiter aus de So 
zen hen nichts. . 7 2% RN, 


Von der Kettenlinie, deren Auf haͤuge⸗ Punkte 
in een Linien liegen. 


276. 

Fig. 24. Alles aus dem vorigen Veiſptele bleibt, nur iſt 
jetzt, wenn die Aufhaͤnge⸗Punkte nicht beſtimmt find, x für. 
die Grenzen öh und es N a die Grenzen y 

” ° | | A 
-W--W=o „ 


dun, die . der Aufhange⸗ Punkte zu finden. 


Sind die Grenzen von einander mehre, Pr iſt aur 205 


3 R 
o und — AO 0 Es ift aber f 1 


N 5 . 0 
ER wein de 

1 , 8 8 
i Fa=grG 1 0 „ 


und aus der Gleichung der Grenzen folgt, wie in ($. 270.) 
wenn man die varlirten und abgeleiteten Gleichungen davon 
nimmt, und durch uns derſelben das Verhältniß ap, 


8 0 
* * und 2 0 entwickelt, | 
— 0055 0 wo 0 fi (dy) auf die Linie EEE Bejeht, 
Alſo 1 | 1 W | 


=) = u ＋ lse 2 0 
10 „ | 8 2 


| 4 un = 95 er * = =. 


Siebentes ser ö 
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Dun war ier = wo = (en — 2) = und y = 2 6-9 


908 N; 12 a i 
0 a u e „ . fe N ee, 
Be dy ee — dy] ＋ ds: = o ober 90 50 N 

se ar , 
EN 450. ı 7 dy (dy) 5 a e 


woraus, wie in ($. 270.) folgt, daß die Tangenten der Linien 
BAD und EBF, in dem Punkte B, auf einander ſenkrecht ſeyn 
muͤſſen. Ein Gleiches gilt fuͤr die andere Grenze in D, und 
ees wird dabei vorausgeſetzt, daß die, Punkte B und D in ei⸗ 
Orr ner Horizontal -Linie liegen. 
Re Was die Rechnung giebt, iſt die bekannte Bedingung für 
ale Lage DEN Kettenlinie gegen die Grenzen. 


. N 
5 Achtes 5 


Bon der Geſtalt einer Figur von a 
Größe, deren Schwerpunkt, der horizontalen 
Linie, an welcher die Flaͤche aufgehaͤngt iſt, ſo 
nahe oder ferne liegt, als moͤglich. 
Bee Ä „ 
„Fig. 23 Es ſey AP = x, PM — y, ſo it die 
Summe der Momente aller . der Fläche AMB, = 


= 6 die Flache AMB er iſt — 17 2 2. Alſo fl 
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f 4 ika und J y ſoll gleich a ſeyn. Dieſes 
e eee, V 

1 . \ 9 IS 2 5 l 5 i 4 

’ „eg und V. S5 alſe Be 
5 u 7 vr „ | N 
5 f 15 13 ev oder er 1 11 { 


„ d Ba ie d 


| ate übrigen. Studer , 
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lor. E e o eder y e 


woraus folgt, daß AMB grade und mit AB parat, oder 
AM ein Paralteloprani ſeyn muß. 5 175 1 


Reuntes Seifpien We 25 


Von nie, welche unter allen von gleicher 
Laͤnge und Flaͤche, das groͤßte Sphaͤroid um die 
ar Axe der x e , 


* * 
3 
7 N 
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Die einge der Linie Rz 4 2 +), die ace unter 


7 . 62 * 4 8 La 
den Eoordinaten Rz 7, der Obel be eben. um die . 


„ 1 


W z 4 aa RE hier zwei e 1 


ſtatt, und es it v = ye, „ F alſo 

1 )) (%% 3, 8 
wenn a, b die conſtanten Multiplicatoren der Bedingung 
Ileichungen bedeuten. Dies giebt 


d % N 
* 27 — und ale beige | 
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Großen at c. 0; as ift die Dedingunge . Glacis 


d? her 
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| Man multiplicire dieſelbe mit dy, o erhaͤlt man 
NN 5 ray | a 
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Die Stammgleichung hiervon, welche ſich durch ſogenannte 
Integral Logarithmen ausdruͤcken läßt, giebt die Gleichung 
der geſuchten Linie. Sie iſt die ſogenannte elaſtiſche, weil 
ihre Geſtalt mit derjenigen übereinkommt, die eine durch 
Druchen auf die Suden krumm ae eder annimmt. 
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Bepntes Beifpieh, ” 


Ser Bein Querſchnitt des Canals, der unter \ 
allen von gleichem Umfange, das melt Wafſef F. 
)) RDTMÖTE 


\ Fig. 26. Die Geſchwindigkeit des Waſſers in einer br 
win fiebigen Tiefe x unter dem Waſſerſpiegel werde durch x be⸗- 
cr zeichnet, ſo iſt die Waſſermenge, welche in der abe x ab; 10 


1 


Y 


fonts 3 — vo tan allo iſt Br = ves, ya = 


vu are ) folglich N 6 7 5 eg u 
454. v. 27e — a LH + a7) 05 r 
| Dies giebt 5 vi S 2%, 1 5 — Var) 5 5 15 
e ar wo Dedingungs- Gleichung für die ee von u 
45 ae 4. 4 er Re), 
Var) re \ 
Daraus folge . a: , 
. „ 
wenn b die neue Conſtante dedeutet. Es a 2 . k, 
la dy® 1 ae 
fe ift , eng, ler a 6 2 2: . 
1 1 en B 92 Be . Bi ER 
3 e undd N er Br N 152 
„%% 


ee NT eee 
Die e hievon giebt die Ha e der e die | 
den . herb bulk begrenzt. RE ee 
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280. SE 

Nennt man die Geſchwindigkeit in der Oberflache c, I 

nimmt an, daß ſolche vom Boden nach oben zu, wie es in der 
Natur der Fall zu ſeyn pflegt, zunimmt, alſo in der Tiefe P 

etwa c— mx iſt, ſo iſt * = Sm mx, alfo fx oder 


5 x = N 
e cx— S m ＋ e. Dieſe era für 2 wenn 
5 man fact b — e bloß b fhreibt , 2 he * Ki 


b ex . In Zmx? Baer 
m Year 


welche ein frei fallender Körper nach einer Secunde ee von 
5 der Ruhe erhaͤlt, 8 beißt, ai 1 re... 


DEN RR Be 281. 


Setzt man Nie W in allen eihen v 


it ox = e und folglich gleich fx S ex + e, und ft u 
Wenn man wieder bloß b ſtatt b — e ſchreib , 
b—cx | „„ 
e et 


Die Stammgteithung hiervon iſt die Gleichung eines Kreiſes 
a In der That muß der Querſchnitt des Canals, wenn die Ge⸗ 
ſchwindigkeit uͤberall durch den ganzen Querſchnitt gleich groß 
iſt, ein Kreis ſeyn, weil die Aufgabe für eine conſtante Ges 
ſchwindigkeit ſich darauf reducirt, unter allen Linien von glei⸗ 


* 


chem Umfange diejenige zu finden, welche den groͤßten Raum 
einſchließt. Und dieſe Linie iſt, wie bekannt, und wie in 


6 2110 e Kreis. „ 9 


# = 


Eitftes Beifpien 9 / 


Von der Linie des ſchnellſten Falles 
ns „„ 155 8 


SR RR 23 Ehe 

I. Die Linie des ſchnellſten Falles iſt der Weg, den ein 
von der Schwere getriebener Koͤrper nehmen muß, um von 
einem höher liegenden nach einem, irgendwo niedriger liegenden 


Punkt, in der kuͤrzeſten Zeit zu gelangen. 0 


II. Die Linie liegt offenbar in einer Eu durch 


die beiden Punkte gehenden Ebene, die zur, Coordinaten Ebene ; 
angenommen. werden kann. Die Abeiſſen x follen ſenkrecht, 


die Ordinaten y wagerecht ſeyn. Die Geſchwindigkeit in ei⸗ X 


nem beliebigen Punkte der Linie werde durch 172 bezeichnet, 
ſo wäre, wenn fü fih der Körper in einem nicht widerſtehenden 


Mittel bewegte, und die Geſchwindigkeit von 314 Fuß Rheinl., 


Fk: 


= a Si bulk laßt f ich die je Wirkung für die Sieh 


des 


im widerſtehenden Mittel ausdrucken. Es bedeute namlich 92 
die Se poindigkeit , welche eine Kraft, die dem Widerſtande 
eittels gleich iſt, an der Stelle der Schwere, in einer 
Secunde Zeit von der Ruhe an hervorbringen würde, fo: 
tritt 92 an die Stelle von g. Ferner iſt jetzt die erſte Ablei⸗ 
tung des durchlaufenen Raumes, weil der Widerſtand des 
Mittels, nicht ſowohl ſenkrecht, ſondern in der Richtung der | 
Tangente der Bahn wirkt Vi 1 ya, alſo iſt für die Wir? 


kung des wiberftehenden Wiel > — 2 = 202 V + a). 


Dieſe Wirkung iſt derjenigen ih Schwere aeg agel N 
alſo ii, wenn ſich beide vereinigen, a ER 


2 — 2 — 28 20 2 (i + dy®) 8 * 
ober er ſich alles d auf x bezieht, 1 . A Inn ; 
459. dz = . DE 292 vu — dys) 58 f a i 


II. Ferner ift die Zeit t gleich dem e A I 
dividirt durch die Geſchwindigkeit, alſo ift 5 einen eee a 


Punk der waren 7 7 a rn | 
u) „ 8 
ni == woraus fol; t s 
r Ir, i A 5 ö ; - x = £ 
JJV 
1 5 460. 13% — a Fi. ! 4 1 x | 
AV. Aus den beiden Gleichungen (459. 150) 9915 die Aufgabe - 


aufge werden. les die Zeit t 22 ee ſoll 
d e i N 
ein Maximum oder ER ſeyn, und (459.) iſt eine Bedin⸗ 
gungs- Gleichung zwiſchen den Groͤßen der Aufgabe, und wü 
eine ſolche die Ableitungen enthaͤlt. a ; 
Hier alfo iſt ein Fall, wo die Theorie (VII) ie 
findet; naͤmlich, wo es darauf ankommt, Bedingungen zwiſchen 


den Größen der Aufgabe in Rechnung zu bringen; welches 
durch unbeſtimmte eee geſchieht. 


und 4 = o iſt Bring 


8 1 85 
Rune . der e | RN. 


DR is wi; vo =3 105 
Re al | = ech T 0 4 1 
Bi Ede „ 
a , wi Rx 81 ˖ Es V ꝛc. 0 ln 5 N = x 
Do er De | W n e 
Ey / d HR ir d 1 ur 20 2 d N d St 9515 
V 5 File a eben, de * 1.’ 0, wo. 
a . „ 
7 See. Huld. "TE Sr, J 10. S o. 


> x 2 ** h 
N Setzt man dieſes in dle Bedingungs Gleichungen fuͤr die Exi⸗ 

8 du (119) ſo erhaͤlt man die belden Gleichungen 
Be | 2. ey) „ . 2X9zyd), 


away) tar 
e e- Lerd d=e 


N M 


o und 


e 8 22 2 
Elminiet » man zwiſchen dieſen beiden Gleichungen ad der Be⸗ \ 
dingungs Gleichung s — O, die beiden Groͤßen 2 und A, ſo 
erhält man eine Gleichung e x und Ir die die ‚Stv 


EN der geſuchten Curve iſt. En ” 2, 
a Da ferner in 65 258. vi) 1 445 5 1“ 
und AN a i N 
ICE a d 
0 u 7 5 Be 4 5 2 7 d 6 
oe: u ( 7 esgleichen 05 
E d 5 
1 = Ac G e ee 6 
„ Ke N Ba 5 | 
ſo iſt hier X 4 8 ' 
SE Pf % 
| | e 


# 1 0 e 
1 15 Ye * 


art tee, 1 nu 


% a 5 dug, 0 05 N u 01 * | 1 


1 i En a on | yes si 10 Gar WER: 2 1 1 5 een. N N 
RN 99 15 16 S 28 5 75 ir ur N 
KR w 5 a 29: et, Hay ‚ont . 
Y -dy® 05 
- welche Sir auf, die beiden Gren een weben w. 15 77 g 
1 6 ö Te. 283. . . „ . 
| Were das Mittel, worin ſich der e ae ‚ 
Kt fo iſt 92 = o, alſo 4 ＋ dz — 2g 0, und folg? ” 


lich dz = ag und 2 — 28 * en b, wenn b die hinz „ 
mende zur iſt. Fur den ene, Bunte der 8 ewe⸗ 1 
gung u EN. 4 . ! ) [ 1 860 Me 
27 eg Ge af: b 2 — age 1115 fg 2= ze | 
nun) a 35 B . e ee ne . 


5 464. ee 26 & 3 at 45 > 3 | * g # 4 
5 1 25 giebt die erſte Pa von den beiden >) Ale. N 
| mein RL ! g Bi | 5 | 5 

® dy 2 +: a οο,,ẽQ 0 1 ur 
** e + Var) 7 va, | 


wenn man die hinzukommende Conſtante, er Steicfsrmigteit 


bejeichnet, | Def git fuͤr den len 


N 1 
N wegen, durch — va 
„einzelnen Fall, wo 92 0 ai „ i 

* a. | | i 1 er ; 
5 dy⸗ 14 dye) oder 
1 u- va wa ay e ha A 
6 dy® = 2, alfo 1 == Vz — en man darin den f 
5 Auedruc für 2 (464), fo anhält man ,, 


. a f 4 N ? * 7 577 


h 


N a: Fund ei 
ſeondern beſtimmte Größen, find, Re h 
Punkt der Bewegung bezi n. Alſo läßt ſich die Gleichung 
unten. Ihre Stammgleid u ng giebt, wie. leicht zu ſehen, 
der Cycloide. Dieſe Curve iſt alſo die Linie des ei! 


. Balls im nicht woderſtehenden Mittel. ER ER 8 en: 


Rh EEE > . 2 3 
N a . 8 5 2 
88 ee 284. „„ 
HER, 5 > 8 * y N. N 7 28 . N N 


5 I. Far ein widerſtehendes Mittel hat man file 
Die Gleichung der Curve i 
die drei Glechungen 25 1 LE 
= d — 2g + 802 Votar m: de 1 
eee aue e a 
28 r ) ie + va 1 


ö 1 f 
REN b re 7055 Her Va = 0, 1 


r 


wiſthen welchen Xx und 2 eliminiet werden mie. 


6 r 19 
* N ich Man ee 77 + 9 = er in ir aus Be et, N 
ten Stecung V an‘ e N 


5 1 60. RS x En 0 DER N 10 

1 8 00 h Ha = | E a 

105 N 9 d Ka 
ne it aus s a = es ds — — U 


ae... We Pe 


9 9 


1 d 2 100 N x | 
d gerda. e iS er) „ 
woraus folgt e, 
05 ae. 1 E 5 d )= 29288 — de Ve 
i e e dz f n 
Seht man dieſes in die Ite Gleichung (467. ), ß ode 1 R 


17 


* he N 

* 5 * 2 , N 

— - 3 x 0 

101 5 EN 

+ VER EUR ar 
1 


2 


1 ” 1 EN 12 4. 45 + 457 5 | va „ 


Pi in io „„ A 


00 4 e Br 


EV. Die Ai Yu + dy?) iſt vun. d b Vat 

1 170 an alſo it ni 110 . I 
u 5 ‚sdyd®y 25 2 f 

l “ Vater = d 15 Vaeckerh. e 1 A 


me e 
. „ 
air 


54 8 N 
— * ah 


280 — - d[s va ＋ 0.1 1 mm. 


7 S 
1 45 
et 


Hiervon iſt die Stammgleichung, wenn b die dub 


8 
8 


Conſtante 5 a ö 8 EN. 
ö 55 285 1 > Yu Hay) = = b 8 5 een 4 


| 19 1 Subſtue man bien den wach von s aus (468. 3 

namlich 4 Vi a * ; 1 1 
es 1 +dy? „„ 
i * „ 0 bet man V 
. I ‚== b oder e 


265 e 0 Ve 1 5 


) 0 ee 
1 Ra u 


” 
T 


287 — = x woraus 155 „ e 


1 up M 5 


, fe | 7 2 


x 
Ba 8 
— — 

. 


m 493 


— 5 1 > 
. 1 1 


5 u 
Pe AR 
Er ; 8 
„ 29 5 
* Dr 1 5. 
an 2 . 5 P > 
EIER 8 > 2 
7 5 je 


Dieſe rind und die ae von le) 1 1 


} 1 Ss. ai A 2 


. 0, fo bil 


I ee eee Bo 


enthalten, nur noch x, y und 2. Eliminirt man alſo zwichen 


dieſen beiden Gleichungen 2 ſo erhalt man eine Gleicung 
zwiſchen * und y allein, welche die Gleichung der Curve iſt. 
Da beſondere Anwendungen fir beſtimmte Berhältni 2 
des Widerſtandes des Mittels zur Geſchwindigkeit, das heißt — 
für beſtimmte 9 2, bloß algebraiſche und. Ableitungs; Operatio⸗ 


nen erfordern, auf welche es hier nicht weiter ankommt, ſo 
mogen dergleichen aim enbungen,.ı um ‚den Raum zu erſparen, 
unterbleiben. BERN 


A 


. Grenzen. 


: VII. Die Gleichung für die Grenzen (463) gut Folgen 
° 8 RT 
des. Zuerſt e fe, wie bekannt = oe 1 ar dy . = 


N 8 0 8 
10 und ee 1 * Fibre man fe Aucbehe gr 


5; 


5 N AR 
| 5 y und — in die Gleicung (4680 ein, fo Sehe fi ich als⸗ 


Ki alles 5 auf . TON 1 0 man ß > foren Dies 
fes giebt 


Te ed, 155 U e 0 


ä Yale a 


\ 


| Setzt man hier wiederum wie 665) 75 + 2˙œ m 8 und 


den Werth von 9 aus der erſten der Gleichungen (670 
nämlich d = e 2 Vlı A dy: 5 ſo Hi „„ 


aug 0e lag — abr /i Kay- 1 Hoc 1 85 57 7 > 


N u n Zt 


4 


04 
1 


4 du 1 e sd 


He PR NER 1 5 
du aer kel - 5 au 1 0 


— TR y— Le = o, 


oder, weil 27 


* 


(dye 
ode | | * 5 5 
em Hay) (dy york) | 
oder | a N 
s (dydy -+ 3%) N 55 5 un 


ma ap X Tru 2 0. 
Setzt man hierin den Werth von 8 aus (400), wan 


5 EAT NY) 5 
5 — „ ſo erh alt man es 
7 75 c e ſo erh | 


8 e == a) ah = N ö l 
welches die abgekuͤrzte Gleichung für die Grenzen iſt, die nun 
auf beide Grenzen beſonders bezogen werden muß. N 
VIII. Die Grenzgleichung enthält die Größe A, welche | 
wegaeſchafft werden muß. Es kommt alſo En an, die RR 
Größe à für die Grenzen zu finden. b 
Die Geſchwindigkeit 172 wird an der erſten Grenze, das 
heißt für den Anfangs + Punft der Bewegung gegeben ſeyn, 
und aan alfo auf irgend eine Weife, als von den Eoordinas 


ten x, y des erſten Grenzpunkts, abhaͤngend betrachtet wer⸗ 


i We Alſo kann man 9 


Br 5 re y) | | F 


ur, 
8 


1 - 


18 


25 b aA ** 
N — 1 —, ſo erhält n man 15 W 
2 f e 
2800 H 1 6 5 RA | al e 
ara . = oe e e 
a 2gdy Ya | % 
5 1 \ 15 n Due? 3 
478. b=— —— | e 
a al in (47t.) für den 13 inen Ausdruck für 9055 . 
. 
. > „ 1 


welches in die Semen, Gigi (473) Gef woda f 
Kies 5 erſte Grenze bezogen worden, gegen giebt: 


= 1 5 Ha | . 


Pa =, RER — N “+ 15 N Ge: 5817 = : 


475. du => 1 . 8 


18 


ERBEN RR 12 irrt 9 2 95 =o 

| dy Va 3 ee 0 
welches die Gleichung der erſten Grenze iſt. 5 5 ö 
x IX. Fur die zweite Grenze, für welche ebenfalls Ju = 


alſo a. = 0, iſt die Geschwindigkeit n unbeſtimmt, er 
ſie von der Natur der Linie, die man ſucht, abhaͤngt, alſo iſt 


. unabhängig von Jx und dy. Bezieht man alfo. ie Gren 5 


en- Gleichung (473.) auf die zweite Grenze, welches giebt 


476. ( es 7 4 — 


1 75 e i 
ſo iſt in derſelben der Goefein zu 2 für ſich ab Mul. 
Folglich iſt RR Sa ep 
ar: Ne Beige” 


Setzt man dieſes in den ‚allgemeinen Ausdruck fir A ar). 


nachdem ſolcher auf die zweite rue bezogen worden, 19 in 885 


1 


chung der ea Ben (475: ), fo erhält man 


. 0 „„ 
7 fir die, ES Gradi ei ip: 


ſo daß bier die en. 1 ze = neben hat, die unbe ai 5 


ſtimmte Conſtante b und den allgemeinen Ausdruck für EV und 
darauf den Werth von x für die erſte Grenze zu beſtimmen. 
KX. Setzt man nun dieſen Ausdruck von A’ in die. Glei⸗ 755 


er * 2 5 5 
Hein | EEE 5 
“ 45 n i = WER Ei; 9205 2 FE 1 7 8 oder a ; 
4 5 + 6 — 005 ae! u 5 e 
zart bee © 


nn Br 


= | . er 
XI. Bezeichnet man nun die Ordinaten der Linie, in 


welcher die erſte Grenze liegen fol, durch kX = „, fo erhält 


man, ganz auf dieſelbe Weiſe wie in 6 270), * D 
= 0 (433.), oder fuͤr die erſte Grenze 8 (dy) *. Sebt 


man A in (4010 und dividirt durch 5 x, fo erhält man 


do zul 

ih, 2 1 0 
482. — ＋E ck . 25 
n ale 28 d dy 
für die erſte Grenze. . ht‘ 1 


| 2 5 


* \ * 


438. * 5 dydy = So. „ 
Sir die zweite Grenze ift, ähnlicher Beife wie für die erſte, 


+ 57 — (dy 5 (XI.). Subfituit man if, 0 abel man 


3 \ „EL 


) * + dy (dy) * o, oder 1 


U 9 


434. 1 +dy (g) S o, | 13 7 


wie (435.) woraus, wie daſelbſt in (F. 0 folgt bah die 
Linie des ſchnellſten Falles die Grenz Linien in rechten Winkeln 


ſchneiden muß, von welcher Art auch der Widerſtand des Mit⸗ 
tels ſeyn mag. Er 
XIII. Fur die anfängliche Geschwindigkeit, oder für die 


erſte Grenze. waͤre der einfachſte Fall der, daß die anfängliche 
0 e unabhängig von dem Ort des Anfangs, Punk, ö 


8, oder daß : von * und x © unabhängig * In diefen 


5 { 
35 — O und = ag, Setzt man dieſes f in die 


Gleichung 5 die erſte Grenze (482.) b. erhält man 
mer (dy) - — o oder 


4484. 1. (ay) dy o. 


Hier iſt (y) die Tangente des Winkels, welchen die Tangente 
der erſten Grenzlinie mit der Axe der * in dem Punkt macht, 


den fie. mit der Fallbahn gemein hat, dy aber iſt Br Tan⸗ 


gente des Winkels, den die Tangente der Fallbahn am zwel⸗ 
ten Grenzpunkt mit der Axe der x macht. Wie in ($. 270.) 


folgt alſo aus der Gleichung 1 (45 ay 0 daß jene 


beide Tangenten auf einander ſenkrecht ſtehen muͤſſen. 


Die Tangente der Grenzlinie muß alfo. perpendiculaͤr ſeyn 
N auf 


Na 


7 


u 


Rn ve I nee, Nun 


. 15 d N 3 Linie des s dna Fellen muß 
die beiden Geenzlinten in Punkten ſchneiden, in welchen die 
Tangenten der Grenzlinien parallel ſind; zugleich muß die 


N Fallbahn der untern e an ſenkrecht begegnen. 


XIV. Vorhin wurde angenommen, daß die anfängliche 
Geſchwindigkeit von den Coordinaten des Anfangs: Punkts un 


abhängig und alſo gleich groß ſeyn ſolle, der Anfangs » Punkt 
mag hoch oder niedrig liegen. Nimmt man dagegen an, 1 


er Körper von einem feſten Punkte herunter fallen ſoll, der! 
an »derſelben Stelle bleibt, der Anfangs⸗Punkt der Bahn 


mag hoch oder tief liegen, und nennt h die Hoͤhe des feſten 


. über den Anfangs- Punkt der Coordinaten, ſo iſt 


ih x u Höhe, von welcher der Körper gefallen iſt, ehe die 
Bewegung auf der Bahn begann. Alſo iſt die Geſchwindig⸗ 
keit im BER der Bahn : 


466. 20 = 2g (h ＋ ) 
. Pd base d ° 
Duane folge 75 2 = 28, 75 2 8. Seht man dieſes in 
45 Gleichung für 


r die 155 Grenze (482.), ſo erhaͤlt man 
1. t 


1 Hay) = o oder 
; + 70 e 
407. 1 + dy (4 — 0, 
woraus folgt, daß in dieſem Fall die Linie der ſchnellſten Be⸗ 
wegung die erſte Grenzlinie, alſo nunmehr beide Grenzlinien, 
ſenkrecht ſchneiden muß. Dagegen iſt jetzt der Parallelismus 
der Tangenten der, Grenzlinien in den Durchſchniets Punkten 
mit der Fallbahn nicht mehr noͤthig. 
3 w' o Iftes en. . 


l 


Von a Linie der größten Sefämindigfeit 5 


285. 


I Diefe Linie iſt der a welchen ein Körper 1 ine 


— 


| e 0 1 


Sir 
1 


PR) 


13 


! 
N 
N N 


. 


14 — 


* 


„ 


G Se 
— v (460.), welche der 


u halten. | 1 RR 
Die Aufgabe, dieſe einte u ben EN in 505 vo 


Len enthalten. Denn in der vorigen Aufgabe folke die Ei 


Tr VEN) 


d 7 V \ a | % 


braucht, feinen Meg zu 1 ein Maximum oder Mi- 


nımum ſeyn, und fuͤr die Geſchwindigkeit Vn war die Da 
dingungs Gleichung d = 2g — 2% , + dy?) (459) 


Rede, ſondern die Geſchwindigkeit Vz, deren Abhangigkeit 


oder = o gegeben. Hier iſt von der Zeit nicht weiter die 


von den Coordinaten der Bahn der Bewegung, durch die Be⸗ 


dingungs + Gleichung © — 0 beſtimmt wird, fol die möglich s 


groͤßeſte ſeyn, und das Geſetz der Coordinaten, nach welchen 
ſich die Geſchwindigkeit, vermoͤge der Bedingungs⸗ Gleichun⸗ 


gen richtet, ſoll danach beſtimmt werden. Da man nun, nach⸗ 
dem die Bedingungs Gleichung mit dem Ausdruck des Maxi- 


mums oder Minimums, vermittelſt des unbeſtimmten Multi⸗ 


plicators verbunden worden, die geſammten verbundenen Grös: 


ßen als diejenigen betrachten kann, welche das Maximum oder 


Minimum geben ſollen, ſo paßt die Verbindung auch auf die 


gegenwaͤrtige Aufgabe, wenn man die Größe » gleich Null 


ſetzt, das heißt wenn man ihr denjenigen Werth beilegt, der 


Statt finden wuͤrde, wenn fie gar nicht vorkaͤme. 
Die e der vorigen Aufgabe bleiben alſo ganz, 


95 
nur daß überall v.— 0 geſetzt werden muß, und alſo en v 


* 


0 
eg es Eu dn - 


Eliminirt man zwiſchen diefen, eue und der sahen 
Bedingungs⸗ Sridung 


1 


* 


ie | 
= o, T v = if Dadurch reduclken ſich 15 e Gleichungen 
462) BE si aa 
 Brgady T. € kan ö > 8 
„wenn — eine Conſtante iſt, und 
N 5 (1 d 2 A 7 
a Vü+dy) Ya 5 


\ e Anden“ 0 in Gm 5 | 55 
7 4 Ba h 5 
e f N . 4 a A 


un St man 1 dieſen Werth in die erſte Gleichung (080, 19 er⸗ 
N haͤlt man eine Gleichung, die nur x, y und z enthält. Schafft 
5 man alſo zwiſchen derſelben und der Bedingungs⸗ Gleichung 
* 4 o, noch 2 weg, ſo erhalt man dle Wü ER * ; 75 


. zwiſchen x und y. 8 4 %% g 
Fur die Genen n finder man ,, 
11 Hill 8 5 a . 4 
5 * „ 
U; ve +4) D e und ee 4 N 
8 „ | 
490 Ey 1 VVV . 19 
s er KU: . “> 1 7 85 5 BR 8 5 1 4 0 
1 8 3 3 — box = . . 
Iſt die 4 Geſchwindigkeit sachen, ß if Dora 
und die erſte Grenzen; Gleichung 55 b | en 
BE sie a a u 


Sr die zweite Grenzen, Gleichung iſt. wieder der Coefficient zu | 
| 5 da, wie in der vorigen Aufgabe (364. IX) u Null, er u 1 
in 0, and „„ 1 | 


2 5 r ‚ 76 


1 ＋ Wir 73 


GN 9995 gabe 3 Be 
weches b durch * vob. 6000 Die zweite Gamen 


Pr 0 


giebt, nachdem N 6 gefeßt- werden, . 


E 


493. 8 — a 1 12 51, . * if 5 1 


er 


EN 
1” 


hi 
1 ben die Tangenten der Winkel, welche die Langen . 
. t 1 2 1 Ni * 2 ei 


Re 7 8 175 cas N * 1 1 ® N, 
melde Gleichung mit der ö Gente 00 
verbunden en 10 


se Fs. (00 b ie und ER 
geben, woraus folgt, daß die Tangenten der beiden Grenz / 
linien am Anfangs⸗ und Endpunkt der Bewegung mit einan⸗ Kr, 
der parallel ſeyn feen, wie bei der Linie Be u 


nr baute. . ni NR? has a a 


W Dreisehntes Beifpien Wr BA 
in Bon der kuͤrzeſten Linie. zwiſchen gegebenen | 


„ Grenzen im Raume. . 
7 a Be a | 
5 ei die Coordinaten der e Linie I 13 * 


find, und y und 2 als ‚abhängig von X betrachtet werden, fo 
iſt die erſte Ableitung der Länge der Linie ee 


= Wt + dye ＋ d2?), alfo ift bie KR N 
* . r da?) 1 le 
a diejenige Größe, deren ae ein Maximum oder Mi. 0 
N nimum ſeyn ſoll. 5 5 A ö 
I. Da hier zwei von x Kali En: y ie 2 vor⸗ 
kommen, ſo iſt die Bedingungs⸗ Gleichung fuͤr die Existenz dat, 

8  Maximums 1 5 Minimum Ä 1 1 


„ e.. 5 .=o 
5 5 e. + er RE. = 06. 00 


V a e ae 
ee Ya a ee +, 
Ms. 1 N N N 3 2, d 0 5 
Bi = ver ne dy == 9% A8 © . = 0 2. 6e 0 
1 ae e N | Ne er * ei a 
22 5 ey SR 2 1 N . 1 


* 


a 4, Ke. ö ee re = 5 
meraus folgt 9 | ws REN a 5 
15 e ee 1 N 4 

9. Wa fay° Far) — ae Mn 

wenn a und b die bei der e e vorkommenden Con⸗ 

ſtanten bezeichnen. Br I beiden Ausdrucken folge N 

a oder dz — = ay, sin I Ker + das 15. 5 12 N 
ay⸗ | „ 5 A 
ni + ay⸗ Hr ay e a: S- n DE und Be 
1 5 233 \ ee 
7 dy = = €: 55 Alſo if, wenn man die un 
Srammgleidung nimmt, . 4 „ 3 3 
ax | 1 5 5 3 
499 · N = 5 5 . N 1 | a 55 
Eben ſo abel: . wen 
: 8 bx a 7 0 6 . 
e 9555 
Die beiden Gleichungen (499. u. 500.) 1 einer graden 1 

Linie an. Alſo at die Fürzefte Linie im Raum zwiſchen ss 
benen Grenzen unter allen Umſtänden eine grade. Ah 
II. Die rang für die Grenzen W dem sie We 
ar Fall en 109 3 . 

a ee RP 
0 . I ne)? 4 4 
5 „„ 
8 ＋ E 3452 e 72 + a 

Eu „ . 5 705 


Sr ran =. a aund 7 ei Fey 7a 5 En 23 1 9 19 
n 8 =, du = ‚ady ＋ bdz, oder Biefmape a SE 


* 
1 2255 * Nie; 


5 15 e a N = ady + ba ay 3,8 
. Sind die Grenzen von einander ganz unabhängig / ſo iR en, 15 


Au vn 

a 1 du — — 0 und N 0, also iſt dann a 1 N 

* 3 g 

. 4 1 EN 0 RR 1 1 

e N | 00 

8 a Er N * ie 1 N ya 

N 2 a 655 8 0. . e e ee e 

180 8 » N = 5 er 287; x | | - „ f * ge l ; 


N Eifer . | . 
5 Die Grenzen ſollen beſtimmte Punkte ſeyn, ſo ſi ud die . 
N Variations Coefficienten 55, 4, 7. 92 ſämmtlich Mull, 
und die Bedingungs- Gleichung 0 15 Grenzen wird von 


. * elo erfurt. a Y 1 N a | | SE N 1 
10 5 288. ee 

b 5 1 eee Sk. ger \ er 1 5 
„ Zweiter Fall. 05 a“ 

8 as 


N, 1. Wären für. die Grenzen beſtimmte Linien gegeben, 5 
. würden die Grenz Punkte varüren konnen, und folglich würde 
e Variation der. Coordinaten % Y, 2, um ie Verhältniß 
fuͤr die Endpunkte, fo wie es durch die gegebene Grenzen 
ur beſtimmt wird, in Rechnung gebracht werden müſſen. 
a In dieſem Falle muß man zu du die ‚Größe, vox hinzu⸗ 
ai ann, und dy — dydx ſtatt dy, und dd u & 
ſetzen. Dieses giebt laut G0¹.0 e | u 


Dr RN 4 A * — * 


10 # 2 
4 2 
N SR 8 N Y * DRIN 
g 5 \ li 1 5 en 
N \ 1 8 4 > 7 
e . x . N 
ER RR VE h \ 


60 8 d A, r Vi 
ei Aldor ra. = 


Ei 9 12 3 2 8 0 8 


8 melde für die beiden Grenzen een, weil u: m und 


| IE | Z Ant WR 1 

a0 o , . I ER 13 „„ W ir. 8 
Gr 3x & 4955 . au e dar ar . 

N * 2 4785 * 297 e 2 WE 

RE * a . 


5 II. Wären nun zu den Grenzen der kuͤrzeſten Linie zwei N “A 
beſtimmte Curven gegeben, ‚ deren 1 fuͤr die . | 


Grenz ER. a 
= 506. e G o und o Me es „ 


| ſind, ſo findet man, fuͤr die daraus folgenden nothwendigen 5 5 1 
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N Man kann unſtreilig für eine gegeben x B. von x ser * 


und k abhängende Größe y — fx oder f(x ＋ , irgend einen 
e andern Ausdruck, z. B. eine Reihe mit unbe⸗ 
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5 } 295. N RR: 
NE Die Taplorſche Reihe fr k ( ＋ Kk) kann Bu mın auf 
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den igedacht werden, wenn man k = — x und wenn man 
und k = ſeßzt. Die erfte giebt 


2 X 


4 o — fx — xdfx er * del def. 


1 


oder weil fo eine Conſtante, „ B. a iſt, 

ER x2 ze | 
528. Kat xdfx — — 2 dee 3 r 
2 


die andere giebt 
< A 


132g. 1 lor + xdfox ＋ — Be — Sie. il 


unge 


x 255 6 
one 70 dieſe beiden Reihen 6200 und 00 
ſehr nau, um mi behiehige eee Gee a x in . 


Neue erat nöthig 77 die in jedem Fall, A Scwie 
rigkeit ausgeübt werden kann. Allein man macht die Reihen 
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9 welche an fie anwendet. paid: iſt aber auch gegentheils Br 
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Parallele Linien und Flaͤchen ſind unſtreitig recht einfache 


geometriſche Gegenſtaͤnde. Grade Parallel- Linien und parallele 
5 Ebenen kommen ſchon in den Elementen vor. 


Dennoch ſind krumme Parallel⸗Linien und Flaͤchen, ſo 
viel mir bekannt, noch wenig unterſucht. Zwar find die Ab» 


leitungs⸗ Gleichungen für die wechſelſeitige Abhängigkeit krum⸗ 


mer Parallelen bekannt, auch laſſen ſich daraus, ohne beſondere 
Schwierigkeit, die Gleichungen von Linien oder Flaͤchen finden, 


die mit gegebenen Linien oder Flächen parallel find; desgleichen 


hat man ſolche allgemeine Ausdrucke auf mehrere Curven bes 
ſtimmter Art angewendet: die allgemeine Theorie paralleler 


Curven einfacher und dopelter Krümmung und paralleler Flaͤ⸗ 
chen aber, nämlich die Theorie der Beruͤhrung, der Kruͤm⸗ 


mung, der Rectification und Quadratur, iſt, ſo viel ich weiß, 
noch wenig bearbeitet. 5 | Se 
\ N 1 5 4 


) Diefe Abhandlung FE urſpruͤnglich franzoͤſiſch geſchrieben, und 


zwar, um außerhalb verſtaͤndlicher zu fein, mit Lelbnitziſchen 


Zeichen und Vorſtellungen vom unendlich Kleinen. Sie ſoll im 


erſten Stuͤck des zwölften Bandes der Annalen der Mathematlk 
von Ge rgonne abgedruckt ſein. Da der Gegenſtand intereſſant 
iſt, ſo thelle ich davon eine Uebertragung ins Deutſche mit, die 
mit dem Original im Weſentlichen bis auf einige kleine Abaͤn⸗ 


derungen und Zuſaͤtze, uͤbereinkommt, bediene mich aber der von 


mir vorgeſchlagenen Zeichen und Vorſtellungen, über welche ich 
mich im Deutſchen ſchon ausführlich erklaͤrt habe, und welche 
ich, aus Gruͤnden, fuͤr die beſſern halte. 5 
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dern berlaſſen, da ih nur wenige Deufeftunden atom 


ſchen unterſuchungen widmen kann. N 1233 
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Eine Eigenſchaft grader Parallelen iſt, daß fe überall 
gleich weit von einander entfernt ſind, woraus ſich folgern 
läßt, daß alle Perpendikel auf der einen Parallele, von allen 
uͤbrigen Parallelen in gleichen Abſtaͤnden geſchnitten werden, 
waͤhrend die Perpendikel auf der erſten Parallele auch zu 
gleich auf allen übrigen Parallelen ſenkrecht ſtehen. Man kann 
ſogar die Theorie der Parallelen umkehren und den gefolgerten 
Lehrſatz zur Definition machen. Alsdann wird die 1 5 N 
vorhergehende Definition, zum Lehrſatz. | | 
In jedem Fall iſt die Gleichheit der Lange aller en 
dikel zwiſchen zwei graden Linien 1 uch dende Zelchen ‚Abe 
res Parallelismus.“ 1 
Es ſcheint alfo natuͤrlich, auch eine Ta einie in dem 
Fall parallel mit einer andern krummen Linie zu nennen, wenn 
fie alle auf die letztern gezogenen Perpendikel, in gleichen Ents 
fernungen von ihr ſchneidet. | 
RR Iſt eine grade Linie mit einer andern Sebi Linie pa⸗ 
N rallel, das heißt, ſchneidet die letztere alle Perpendikel auf die 
erſtere in gleichen Entfernungen von ihr, ſo iſt auch umgekehrt 
die zweite Linie parallel mit der erſten. Auf krumme Linien 
laͤßt ſich aber dieſer Satz nicht ohne vorherigen Beweiß aus⸗ 
dehnen. Es ſcheint ſogar beim erſten Anblick, daß der Pa— 
kllallelismus krummer Linien, anders wie bei graden, nicht 
ö wechſelſeitig Statt finde. Die Unterſuchung, wie es ſich das 
mit verhalte, iſt der erſte Gegenſtand dieſer Bemerkungen. 
Nach dieſem ſoll die Krümmung paralleler Curven ums 
0 terſucht, eine g der Langen der Curven angeſtelt, 10 


END ; 6 5 


Die Cberbtbae del, gegebenen Curve ſollen * 70 y 5 5 
7 werde als abhängig von x betrachtet. Die Art der Abhaͤn, 
gigkeit beſtimmt die gegebene Gleichung der Curve zwiſchen & 
und y. p und 9 mögen die aer einer wilkührlhen u 
graden Linie ſeyn, deren Gleichung IR | 160 1 N; 
562. A = | 2 
ift. Soll dieſe grade Linie 5 den Punkt (x, Y) der Summe 
gehen, fo muß, [> AR 925 5 . 
. * ＋ 2 0 »!i! 
b a Soll außerdem die in Linie die Cube in bent bie 1 
„7 berühren, fo muß ſeyn ie „ 
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und wel p ＋4 = e iſt, — pdy ＋ = Ir, oder 


565. J — Y . b — yy 1 
Dieſes iſt die Gleichung der Tangente der e Curve 
710 Punkte *, * 

Zieht man auf die Fang e, le den Punkt x, y, ein 
Perpendikel, fo iſt ſolches die Normale der Curve im Punkte f 
e V. Soll nun eine grade Linie durch den beſtimmten Punkt 
R gehen und zugleich auf einer andern graden Linie pers 

perpendicular ſeyn, deren Gleichung ep + <q = as iſt, ſo 
iſt ihre Gleichung, wie bekannt, | Wr 
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ven ebene ‚P it, wie Aa zu chen i 


9 0 b N) 6 war G - 0 5 erh, ae " fie den Punke 


\ 
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welches die Ausdrucke der Coordinaten u und » der neuen, 

Curve ſind. W \ De N 
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5 679), allemal v— Aa oder v Y BEN 
wie (571.) Bu 

| Setzt man in die lea Ausdrücke (570. und 371. y bin 

durch die Gleichung der gegebenen Curve beſtimmten Werth 
von Y in x, fo enthalten die beiden Gleichungen nur noch 


u, v und x. Schafft man alſo x zwiſchen dieſen beiden Glei⸗ 


chungen weg, fo erhält man eine Gleichung zwiſchen u und v 
allein, welche die geſuchte Gleichung der mit der gegebenen 
Curve parallelen Linie ift. 


Die Elimination iſt, ohne daß die Abhangigkeit der Größe 
„ von der Größe x beſtimmt wäre, nicht ausfuͤhrbar. Iſt 


aber y in x gegeben, fo hat fie weiter keine Schwierigkeit, 
als etwa die Aufloͤſung algebraiſcher Gleichungen, die vielleicht 
vorkommen. Da die gegenwaͤrtigen Unterſuchungen keine eins 


zelne Anwendungen der allgemeinen Gleichungen zur Abſichet 


haben, ſo kommt ſolches nicht weiter in Betracht. 
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Man ſuche nunmehr die Richtung der Tangente der 
neuen Curve in dem, mit dem Punkte x, y der gegebenen 


79 correſpondirenden Punkt u, v. | 1 

Die trigonometriſchen Fange der Winkel, welche die 
enten der beiden Curven in den Punkten x, y und u, v 
mit der Axe der x machen, ſind 
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Daraus folgt, daß, wenn eine Curve mit einer andern pas 
rallel iſt und man zieht an den beiden Curven, in den Punk⸗ 
ten, in welchen eine beliebige Normale ſie ſchneidet, Tangen⸗ 
ten, daß dieſe Tangenten immer mit einander parallel ſind. 
Da nun die Normalen einer Curve ſenkrecht auf ihren 
Tangenten ſtehen, die Tangenten einer parallelen Curve aber, 
wie oben gefunden, mit den Tangenten der gegebenen Curve 
parallel ſind, ſo ſtehen die Normalen der gegebenen Curve auch 
zugleich auf jeder mit ihr parallelen Curve ſenkrecht, und ſt nd 
folglich zugleich zu der parallelen Curve, Normalen. 85 
Mithin ſind alle Curven, die, in der Richtung der Nor⸗ 
malen einer von ihnen gemeſſen, uͤberall gleich weit von ein— 
ander abſtehen, allemal wech ſelſeitig parallel, fo daß alſo 
dergleichen Curven eben fo vollſtaͤndige Parallelen find, als 
gleich weit von einander abſtehende grade Linien. 


323. 
Ich komme weiter zum Krümmungs⸗ Halbmeſſer. 
Die Coordinaten eines willkuͤhrlichen Kreiſes ſollen p und 
q fein, die Coordinaten ſeines Mittelpunkts & und ß, fein. 
Halbmeſſer , ſo iſt 
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589. * a. 


Nun haben die Krümmungs⸗ Halb meſſer einer Curve im⸗ 


mer die Richtungen der Normalen in den Berührungss Punks 
ten, und die Normalen paralleler Curven fallen, wie oben 
gefunden, in einander. Alſo fallen auch die Kruͤmmungs⸗ 


= 


Halbmeſſer paralleler Curven in einander. Jetzt aber fand 


0 daß der Unterſchied “ — e der Langen der Krümmungs⸗ 

Halbmeſſer zweier paralleler Curven, dem Abſtande a, in wel⸗ 
chem die Curven neben einander hinlaufen, gleich iſt (589.). 
Alſo folgt, daß alle correspondirenden Punkte paralleler Cur⸗ 
ven einerlei Mittelpunkt der Kruͤmmung haben. Da nun der 


4 


und dieſelbe Evolute en, 
Man nennt auch zuweilen parallele Surg ſolche, die von 
willkuͤhrlichen aber feſten Punkten eines geſpannten Fadens be⸗ 
ſchrieben werden, welchen man von einer andern Curve ab— 


geometriſche Ort der Mittelpunkte der Kruͤmmung einer Curve 
ihre Evolute iſt, fo folgt, daß parallele Curven allemal eine 


bean Euren dt | 

Were man von dieſer Sate A de, 5 hatte 
man alles Bisherige, umgekehrt ſehr leicht finden koͤnnen. Denn 
da der Kruͤmmungs⸗Halbmeſſer einer Curve allemal auf der 
Curve ſenkrecht ſteht, ſo folgt von ſelbſt, daß die Tangenten 


paralleler Curven, an correspondirenden Punkten, mit einans 


der parallel ſein muͤſſen, und da die wechſelſeitige Entfernung 
der firen Punkte des geſpannten Fadens, von welchen die pas 
rallelen Curven beſchrieben werden, unveraͤnderlich dieſelbe g 
bleibt, auch dieſe Punkte in einer graden Linie liegen, die alles 
mal die Richtung der Normalen der Curve hat; ſo folgt auch, 
daß die parallelen Curven überall gleich weit von einander ab⸗ 
ſtehen, daß ſte gemeinſchaftliche Normalen haben, und daß ihr 


Abſtand von einander der unveraͤnderlichen Entfernung der bes 5 


ſchriebenen Punkte von einander gleich iſt. 
Es war indeſſen nicht unintereſſant, zu ſehen, wie die 
Rechnung dieſe Reſultate giebt, wenn man bloß von einer Des 
finition durch Equidiſtanz ausgeht, welche Erklärung, weil man 
dabei nicht die Idee der Abwickelung noͤthig hat, einfacher und 
auch der Erklaͤrung gerader Parallelen aͤhnlicher, ja des 
fogar ‚gleich iſt. 72 
324. 
5 Wir wollen ferner die Laͤngen der Bogen zweier paralle - 
len Curven zwiſchen zwei Normalen vergleichen. 
Man bezeichne die Bogen zweier parallelen Curven zwi ⸗ 
ſchen den naͤmlichen Normalen mit s und „, fo ift, wie Ber 
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Die Geige x drückt die feigonometrifhe Tangente bes 


Winkels aus „ welchen die Tangente der gegebenen Curve mit = 
der Are der * mache 8 man Re ati dieſes 5 
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\ 
Der Werth von @ für den Endpunkt des Bogens der gege⸗ 
benen Curve ſei E, fo iſt für den ganzen Bogen 
597. s . a = e. ö 
Dieſes iſt der Ausdruck der Länge » des Bogens einer Cube, 


die mit einer andern gegebenen Curve. parallel laͤuft, wenn der 


correspondirende Bogen dieſer letztern s, und die Entfernung hr 
der beiden Curven von einander, a beißt. | 
Die Größe‘ © — f in dieſem Ausdruck bedeutet den un⸗ s 


55 ace der Winkel, welchen die Tangenten an den Endpunk⸗ 


ten der Curven-Bogen mit der Axe der x machen. Es iſt 
leicht zu ſehen, daß der Unterſchied dieſer Winkel, dem Un⸗ 


terſchiede derjenigen Winkel gleich iſt, welchen die Normalen 


der Curven, an den Endpunkten, mit den Axen der x maa 
en, weil alle Normalen mit den zugehoͤrigen Tangenten 
Nie, namlich rechte Winkel einſchließen. Nun iſt auch der 
Unterſchied der Winkel, welche die Normalen mit der Axe der 
* machen, dem Winkel gleich, welchen ſie mit einander ma⸗ 
chen. Alſo druͤckt a (o — 8) die Länge eines Kreisbogens aus, 
der den Abſtand der parallelen Curven zum Halbmeſſer, und 
den Winkel zwiſchen den RE RUANE an den Endpunkten, zum 
Maaß hat. { 
Es folgt alſo, weil — s = ale — g), daß der Un⸗ 


terſchied der Laͤngen der Bogen beliebiger parallelen Curven 
mean einerlei Normalen, einem Kreisbogen gleich t, der 8 


den Mintel Men den e zum Maaß h f 
Iſſtt die gegebene Curve in ſich zuruͤcklaufend oder gell, 


fen, auf die Weiſe, wie 15 B. eine Ellipſe, ſo findet das . 
Namliche auch mit allen ihr parallelen Curven, Statt. 


Der Winkel zwiſchen den Normalen an den Endpunkten, ft 


in dieſem Fall vier rechten gleich. Alſo iſt der Unterſchied der | 


Laͤngen geſchloſſener paralleler Curven, dem Umfange eines 


i . gleich, deſſen . dem Abſtande der Fache 


iſt. 


Waͤre die ne Curve ein Kreis, ſo en alle, mit 
ibm parallele Curven, ebenfalls Kreiſe, und zwar concentriſche. N 


Der Unterſchied der Länge zweier coneentriſchen Kreis Um⸗ 
faͤnge waͤre alſo, nach dem obigen, fuͤr alle Curven geltenden 
Lehrſatze, dem Umfange eines Kreiſes gleich, welcher den Ab⸗ 
ſtand der concentriſchen Kreiſe zum Halbmeſſer hat, alſo gleich 


2=a; und ſo verhaͤlt es ſich wirklich, wie aus den Elementen 8 


der Geometrie bekannt iſt. Denn es fei r der Halbmeſſer des 


innern Kreiſes, ſo iſt der Halbmeſſer des aͤußern Kreiſes 
1 ＋ a, und die Umfaͤnge der beiden Kreiſe find 2 r und 


2 * A (r — a); alſo iſt der Unterſchied der Umfaͤnge 2a, 
wie oben. 
Stellt man ſich die Entſtehung einer, mit einer PR 


nen, parallelen Curve, durch die Bewegung der Normale vor, 


ſo aͤndert die Normale in jedem Augenblick ihre Richtung, und 


es iſt merkwuͤrdig, daß nach dem obigen allgemeinen Lehrſatze, 
die Summe der, gleichſam von ihr beſchriebenen Kreisbogen, 


immer dem Unterſchiede der Längen der beiden parallelen Cur⸗ 


ven gleich iſt; denn die Summe jener Bogen iſt einem Kreiss 
bogen gleich, welcher den, zwiſchen den parallelen Curven 


liegenden Theil der Normale zum Halbmeſſer, und die ganze 
Aenderung der Richtung der Normale, das heißt, den Winkel 
zwiſchen den beiden Normalen an den Satan ge 


Maaß hat. 

Aus dem allgemeinen Lehrſatz folgt auch noch, daß, wenn 

man, mitten zwiſchen zwei parallelen Curven, eine dritte, 
mit ihnen parallele Curve zieht, die Laͤnge der balken welche 


K 


N 


triſchen Curve von den beiden gegebenen gleich groß ſind, und 
der Unterſchied der ‘Längen paralleler Curven nur von dieſem 
Abſtande abhaͤngt, ſo iſt dieſer Unterſchied fuͤr beide gegebene 


Curven gleich groß; alſo liegt die Laͤnge der centriſchen Curve 


mitten inne zwiſchen den Laͤngen der beiden a paralleı 
len Curven. | 


325. 5 J ö 122 


Es folge ber die ee dir Flaͤche zwiſchen zwei 
parallelen Curven und den beiden Normalen an den End⸗ 


punkten. 
Das naͤchſte Mittel, dieſe Flaͤche zu RR, cent fl 
ſein, daß man die Flaͤche unter den Coordinaten der, mit der 


gegebenen, parallelen Curve ſucht, und davon die Flaͤche unter 


den Coordinaten der gegebenen Curve und die Dreiecke unter 
den Normalen an den Endpunkten abzieht. Die Auflöfung 

der Aufgabe auf dieſe Weiſe bietet ein intereſſantes Rechnungs— 
Belſpiel dar. Allein um den Raum zu erfparen, uͤberlaſſe ich 
fie dem Leſer, und ſuche die Wehe Flaͤche auf e 
leichtere und einfachere Art. 


Wenn, wie oben, der Siehe der Kruͤmmung der 


gegebenen Curve im Punkte x, y: e heißt, fo iſt leicht zu 
zeigen, daß die erſte Ableitung de Flaͤche zwiſchen der Curve 


und ihrer Evolute 2. s iſt 9. Eben ſo if die 1 85 Ablei⸗ 


tung der Flaͤche e einer, mit der gegebenen parallelen, 


um a von ihr abſtehenden Curve, und der zugehörigen Evo⸗ 
AR, die mit der Evolute der gegebenen Curve eins un dafs 


5 en e bs 


x € 


elde iſt, 2 ( * a) —— a — 8. 


vom andern abgeogen giebt die a ER der Flache | 


0 Ich behalte mir die Bewelſe dieſer und ahnlicher Saͤtze, die 
fuͤr die ſtrenge Begruͤndung der Anwendung der Rechnung mit ver⸗ 


„ aͤnderlichen Groͤßen wichtig ſind, fuͤr ein e vor. 


— 


97 


Paralle A 40 ſie ale Norkicten 
* iſt dem arithmetiſchen Mittel der Laͤngen der 
* gegebenen parallelen Curven; denn da die Abſtaͤnde der cen— 
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Si Sind die . von o, an den Enpunten des Cum 
0 6 und 87 10% finder man, wie in En vorigen 


RS 1 N 0 | NS e RR 
600. ＋ = as ＋ za’ a E a A 
ei 


r Ausbrudt a ( — ) bezeichnet einen | Rreisbogen, . 
welcher den Abſtand ih der parallelen Curven, zum Halber ee 
ſer, und den Winkel u — 6 zwiſchen nal eh an den 
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u ade Kragen gehörigen Kreisausſchnitts. | 


Mithin folgt aus der Gleichung (600.), daß die Fläche zwi⸗ 
ſchen den Bogen zn weier beliebigen parallelen Curven und den 
Normalen an den Endpunkten der Bogen, gleich iſt der Summe 


der Flaͤchen eines Parallelogramms, welches den innern Curven⸗ 


N bogen zur Grundlinie, und den Abſtand der parallelen Curve 
zur Hoͤhe hat, zuſammen mit einem Kreisausſchnitt, wel⸗ 


cher die Entfernung der Curven zum Halbmeſſer, und den 
Winkel zwiſchen den nalen an den Endpunkten, zum 


| Maaß hat. 


Laufen die Curven in ſich ſelbſt zurück, ſo geht der Kreis, a 
aus ſchnitt in einen ganzen Kreis uͤber, deſſen Halbmeſſer dem 
Abſtande der Curven gleich iſt; alſo muß man, um die Flaͤche 
des Ringes zwiſchen zwei parallelen Curven zu finden, die 
Flaͤche jenes Kreiſes zu einem Parallelogramm hinzu thun, 
welches die ‚Länge der innern Curve zur Grundlinie, und den 
Abſtand der beiden Curven zur Hoͤhe hat. | 

Da die Länge der centriſchen Curve die Länge der ins 


nern Curve um die Hälfte eines Kreisbogens übertrifft, der den 
Abſtand der aͤußern von der innern Curve zum Halbmeſſer und 


den Winkel zwiſchen den Normalen an den Endpunkten zum 


Maaß hat, ſo ſieht man leicht, daß die Flaͤche zwiſchen cor⸗ 


respondirenden parallelen Curvenbogen und den Normalen an den 
Enden, der Flaͤche eines Parallelogramms gleich iſt, welches 


die Laͤnge des centriſchen Curvenbogens zwiſchen den Norma⸗ 


len an den Endpunkten zur Grundlinie, und den Aa, der 
beiden parallelen Curven zur Hoͤhe hat. 


Wenn man das Unendlichkleine zu Huͤlfe nimmt, ſo a | 


5 man auf den eben prochenen 9 75 auch ohne alle TC 


nung fommen. 

Man ſtelle ſich nämlich den Raum, je N znifäien zwei un⸗ 
endlich nahen Normalen und den kleinen Bogen der paralles 
len Curven welche zwiſchen den Normalen liegen, als einen 
Ausſchnitt eines Kreisringes vor, ſo iſt der Raum zwiſchen 


zwei parallelen Curvenbogen und den Normalen an den End⸗ 
punkten, wenn man ihn in lauter ſolche Ausſchnitte theilt, 
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et a den \i 
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der Gum REN das. Der 5 


ſchnittes iſt aber dem Inhalt eir 9 h, 
welches den, zwiſchen die Normalen Tadendeg; unendlich kl Fler 
nen Theil der centriſchen Parallele aut Grundlinie, und den 


Abſtand der aͤußern parallelen Curve von der innern zur Höhe 


hat. Da dieſe Höhe fuͤr alle Ausſchnitte die naͤmliche iſt, fo 


folgt unmittelbar, ohne Rechnung, daß der Raum zwiſchen den 
beiden parallelen Curvenbogen und den Normalen an den Ems 


den, gleich iſt dem Inhalt eines Parallelogramms, welches 
die Laͤnge des centriſchen Bogens zwiſchen den Normalen zur 
Grundlinie, und den Abſtand der aͤußern von der innern Bi Ä 
rallelen Curve zur Höhe hat. | 

Dergleichen Dinge find es, die den Gebrauch des Unends 
lich⸗Kleinen ſo ſehr annehmlich machen, denn man erleichtert 
ſich dadurch freilich die Muͤhe ganz ungemein. Allein man 
findet durch ein ſolches Verfahren eigentlich nicht die Saͤtze, 
ſondern man vermuthet ſie bloß: denn die Vorderſätze ſind 
willkuͤhrlich und gewöhnlich falſch, und es iſt zuweilen bloßer 
Zufall, wenn man daraus richtige Reſultate findet. In dem 


obigen Falle iſt das ſogenannte Element keinesweges ein Aus 
ſchnitt eines Kreisringes, ſondern ein Ausſchnitt des Ringes 


zwiſchen zwei beliebigen unbeſtimmten parallelen Curven. Der 


\ Vorderſatz iſt alſo eine willkuͤhrliche Hypotheſe, und es hat 
ganz andere Gründe, die bei dem weitern Schluſſe uͤbergangen 


werden, daß aus der unrichtigen Hypotheſe ein richtiger Satz 
folgt. Ein ſolches Spiel mit Hypotheſen, wie der Gebrauch 
des Unendlich⸗Kleinen iſt, kann nicht Mathematik genannt 


werden. Es verdient, den ſtrengen Methoden der Alten ge⸗- 
genuͤber, dieſen Namen nicht, und der Vortheil einiger Ber 


quemlichkeit wiegt ſeinen Mangel nicht auf, denn man iſt 


damit in Gefahr zu irren, wie beruͤhmte Beiſpiele zeigen. 


Nachdem die Beruͤhrung, die Kruͤmmung, die Laͤnge pa— 


ralleler Curven, und die Flaͤche, welche fte einſchließen, uns 


terſucht worden, wollen wir zu parallelen Flachen im Raume 
übergeben. er 


von der Ebene ſchneidet. 


1 Par diele. 17 . ru äh su. 05 en. 


0 te alle Perpendikel auf die Ebene in gleichen Entfernungen 


eine Ebene, und alle Perpendikel auf der erſten Ebene ſind 
auch auf der neuen Ebene 1 
Elementar⸗Geometrie. i 

Auf aͤhnliche Weiſe kann man eine krumme Flaͤche parallel 
mit einer andern nennen, wenn ſie alle Perpendikel auf die 
letztere in gleichen Entfernungen von ihr ſchneidet. 0 


Es kommt zunaͤchſt auf die Gleichung einer ſolchen parals 1 9 


lelen Flache an, wenn man die Gleschung der gegebenen 
Flache hat. | 


327. e eee 


I. x, y und 2 mögen die rechtwinkligen Coordinaten der 


gegebenen Flaͤche, und ihre Gleichung mag 


. 601, 3 IN, Y 


fein, wo z als abhängig von x und y, x und y abe als un 


abhaͤngig veraͤnderlich betrachtet werden. 
p, q, r mögen die rechtwinkligen Coordinaten einer bes 
liebigen Ebene ſein, deren Gleichung 0 


e 


602. 


326. 775 a; g 1 * 
Wan Rennt eine Flaͤche, parallel mit einer Ebene, wenn 


Eine ſolche Flaͤche iſt ſelbſt wieder 


Dieſes lehrt auch die 


1 


ift, in welcher Gleichung a, b, c unbeſtimmte Since bes 5 


deuten, und r als abhängig von p und g betrachtet wird. 


] 


1 185 
— fr — A — 
p nn und — 1 


603. 


"N 
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fein, wie aus der Geometrie bekannt iſt. 
Die Gleichung der Ebene (602.) 1 wenn man ſie 


3 m p und q ableitet, 


Sol die beliebige Ebene die 71 7 k, in ah | 
X, V. 2 beruͤhren, ſo muß 


0 ni — 2 | = eie 
a EEE wi X a e 
erhaͤlt man = + a, 0 und 5 0 = 0, oder N 


. Ka Hl 
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605. 3 5 . a a RE 
Br in. bi 4 — 2 N BB Seh): n 
e 100 i 
Setzt man Darauf dieſe Ausdrücke von a und 1 in die Glei⸗ 
0 d dur’ 
bung der Ebene (602. ) fo unbe: man 8 = 2 — 5 = 2 
4 ee sr 0 e 


Be d . d 5 7 ö / 7 3 
En FEN eee „FF i 


Def Gleichung giebt fuͤr den Beräprungspunft, wel für den 5 


ſelben P En q 1. 1 O 2 b . 7 8 7 ei 
7 60 a d 8 5 f 8 
| „ BETT 


Zieht man die Gleichung (607.) von der | 06) ab, 
ſo erhaͤlt man E 


7 55 1 N = 


ö ass 7 
0 eee 


Nr welches die Gleichung der Ebene iſt, die die gegebene Flaͤche 

in 5 Punkte x, y, 2 berührt. 
N Die Normale einer Flaͤche iſt das Perpendikel . bie 
W 1 Ebene durch den Beruͤhrungspunkt. 8 
' Die rechtwinkligen Coordinaten elner ee: eme, die 


u auf einer ‚Ebene, deren Gleichung rt — — 5 ift, Ne 


vr ſenkrecht ſteht, und die durch den 99 x, 17 2 in dieſer ö 
Ebene geht, mögen u, v und w fein, fo find die legungen AN. 


jener graden Linie, nach geometriſchen Lehrſaͤtzen, N 1 
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u: 5 . 5 ni 5 
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Er man se e Wat 


% am Hue. 55 1155 2 d e ee „ 
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7 wa, wenn man der Kürze wegen N 
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0 den Gleichungen (617.) die Wurzeln sieht, 7 Aa di 


er , e, V. Be) e e der w 


der parallelen Shen if. e n 
Subſtiurt man in Sie Gtitungy NN . BT ir 
4 92137 N Ai Sn u . 905 0 ur 


m 
u cher u — * 5 6 — m und 
5 a — N aus 50 ſo erhält mann 
1 (u- 5 2 2 
a Hm 4a ) 
em Ge 
Bu 
Man Feth den Inhalt 17 0 schen FR c 8, 6 
iſt, wie bekannt, 1 i 
35 5 
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Die Zeichen von u— x und y- find die namlichen, aber 5 
W — 2 hat das entgegengeſetzte Zeichen, wie aus den Glei⸗ 
chungen (611.) zu ſehen. Alſo erhaͤlt man, wenn man aus 
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RER 4 N r 
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oder f 5 1 * | A 9555 39 Bar” 
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1 Nun find ı u, v, W, die Coordinaten derjenigen Punkte 4 

der Normalen, die von der gegebenen Fläche gleich weit al 

5 ſtehen. Sie ſind ai nichts anderes, als die Coordinaten der, 125 
mit der gegebenen, parallel laufenden Flaͤche ſelbſt. Eliminirt 
man folglich zwiſchen den drei Gleichungen (618.), und der 
Gleichung der gegebenen Fläche 2 = k, y, die drei Größen 
*. 7 und 25 ſo findet man eine Gleichung zwiſchen u, v und 
W, welche die verlangte Gleichung der mit der ee pa⸗ 


rallelen n Hu! | . 
. Nachdem die Mittel ee worden, in jedem 3 
ten Falle die Gleichung der mit einer gegebenen, parallelen \ 


Flaͤche zu finden, folge die unterſuchung der Eigenſchaften pa- 
ralleler Flaͤchen. f 
Die erſte Frage iſt: ob etwa auch Flaͤchen, wie Curven, 
1 allemal wechſelſeitig parallel find? | 
Oben wurde gefunden, daß, wenn eine Curve in der 
Ebene alle Normalen einer gegebenen Curve in gleichen Ent⸗ 
fernungen von ihr ſchneidet, daß dann die beiden Curven 
wechſelſeitig parallel ſind. Es laͤßt ſich vermuthen, daß 
auch die Flaͤchen eine aͤhnliche Eigenſchaft haben. Wir wollen 
unterſuchen, ob es ſich fo verhält. 1 N, 
ꝶ Wlan dns, Die arartehe Flüche im Punkte 
x, y,z berührenden Ebene war 


73 * 


a | 
-es 70 (6080 


Bezeichnet man alſo die Coordinaten einer andern Ebene 
| welche die parallele Flaͤche im Durchſchnitts⸗Punkt u, v, W 
P 2 N 


auf gleiche Weile, 90 0 


4 7 
„ q, r“, 


1 25 1 55 elan, dete | 


15 


93 
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Die Wechſelſeitigkeit des Parallelismus der Beiden Flächen | 
wuͤrde nun Statt finden, wenn die beiden beruͤhrenden Ebe⸗ 
nen parallel waͤren. Soll aber das letzte der Fall fein fo 


Muß: man, wie aus der Geometrie bekannt 


Rn 2 d d 
‚620 A = und 2 . w 
„„ x n 


4 


N 


haben. Es kommt alſo darauf an, oßrbisfe Steigungen Go) 
nn Statt finden. 


II. Mittelſt der Gleitungen (618.) kann man die Sr 


J | 7 2 d g U 
DE e h e, 


ßen u, » und W durch x, y, und 2 ausdrücken, und mit | 


Huͤlfe der Gleichung der gegebenen Flaͤche 2 = fx, y; 2, in 


x und y. Alſo kann man, u, v und w als von x und y ab⸗ 


haͤngig, und umgekehrt x ui y als von u und v abhängig 


betrachten, weil w von u und V abhängt. Folglich 1 


mein Nah | 
Ed d d d 

. Ger. 1 Many W » 
n e 
3 


d d 
bier kommt es nun darauf an, A und — w durch IN. y 


und 2 allein auszudrucken, um zu ſehen, 10 dieſe Größen den 


d d 
Erden — 2 und = 2 gleich ſind, oder nicht. 


Die Gleichung N + (618 siehe 


623. * m 5 Se 
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Die Steigung u X — 2 68) giebt x u +3 18875 und 
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8 69 . u 0 
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Aus der Gleichung (060 folgt e e mn 


. — 2 1 5 5 1 
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IV. In dieſem Ausdruck, welcher rechter ee nur noch x 
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Pr, 
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dry 5 
Diejenigen von — 1 und, Kr w (623. u und 6250 in den Aus, 


75752 


NF enthaͤlt, muͤſſen nun die verſchiedenen angedeuteten 
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ERS VI. Es findet alſo wiel Statt, was in ( ) vermutet 
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wurde, namlich daß 1 DN und 7 WARN * 2 iſt, und 1 


daß alſo die Be 555 Wed ſelfeitigkeit des 95 
rallelismus auch bei Flaͤchen erfuͤllt werden 
e e Man hat alſo den allgemeinen Lehrſatz, daß, wenn 
eine krumme Flache alle Normalen einer andern gegebenen 
krummen Flaͤche, in gleichen Entfernungen von den letztern 
ſchneidet, fo daß die erſte Fläche parallel mit der zweiten 5 
daß dann auch umgekehrt die zweite Fläche parallel mit der 
erſten laͤuft; das heißt, daß die Normalen der erſten Flaͤche 
mit den Normalen der zweiten zufammenfallen, und daß alſo 


a 


die beiden e wa vollkommen parallel find ind . 


ange iſt. Der Raum fen eee 15 11 0 

Flachen und einer beliebigen, von den Normalen der paralle⸗ 

. len Flächen gebildeten Flaͤche, laͤßt ſich mit dem Raum zwi⸗ 
ſchen zwei parallelen Curven in der Ebene „ und den Norma⸗ 
len an ihren Enden vergleichen. Es ließe ſich alſo vermuthen, 
daß auch fuͤr den Inhalt krummer Flaͤchen, und den Naum, 
welchen ſie einſchließen, ahnliche Säße, wie für die Länge und 
Flaͤche paralleler Curven in der Ebene, Statt finden. 

Es iſt aber leicht zu zeigen, daß dergleichen Saͤtze nicht 
exiſtiren. Denn wenn fie allgemein gaͤlten, fo wuͤrden ſie auch 
fuͤr einzelne Fälle Statt finden. Der einfachſte Fall paralleler 
Flaͤchen iſt der, coneentriſcher Kugelflaͤchen. Es ſei r der Halb⸗ 
meſſer der innern Kugel, ſo iſt der ‚fispeiche Inhalt diefer 
Kugel r' und ihre Oberflache Ar- x. Der Ab ſtand zwi⸗ e 
ſchen den beiden Kugelflaͤchen ſei a, ſo iſt der koͤrperliche In⸗ 
halt der aͤußern Kugel £(r + a) * und die Oberflaͤche der AN 
Jaͤußern Kugel 46 E. a) x. Alſo iſt der Inhalt des Korpers 
zwiſchen den beiden Kugelflächen S E I as - Er 
— Ara (€+ a) und der Unterfchied der Oberflächen der 
äußern und innern Kugel 4 + a) Ar AA Jr). 

- Daraus folgt, daß weder der koͤrperliche Inhalt, noch der 
7 Unterſchied der Oberflächen des Koͤr pers zwiſchen den beiden 

Kugelflaͤchen, von den Abmeſſungen des innern Koͤrpers unab⸗ 

haͤngig iſt, wie es bei den Saͤtzen von parallelen Curven in 

der Ebene der Fall war. Folglich finden ähnliche Lehrſaͤtze, 

wie fuͤr parallele Curven in der IR für parallele Be 

nicht Statt. 
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Wollte man auf eine allgemeine Weiſe den Inhalt einer 
mit einer gegebenen, parallel laufenden Flaͤche ausdruͤcken, und 
bezeichnete den Inhalt der gegebenen Flaͤche mit s, den Inhalt 
des e la der ‚parallelen Flaͤche mit 17 1 
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gefunden, ſo giebt ſt fi auch der A der Ableitung des 
körperlichen Inhalts und des Raumes zwiſchen den parallelen 


Flachen, denn es laͤßt ſich zeigen, daß dieſe e von N 


4 > et des Sibel Me Ausſcnüte, eines 10 0 en 1 4 
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€ Vom Parallelismus der Bae n doppelter 
Krümmung. 5 


332. W e e 
Wendet man die 11 Definition paralleler Curven in 
der Ebene und paralleler Flaͤchen, auf Curven doppelter Krüms 
mung an, ſo iſt leicht zu ſehen, daß eine Curve doppelter 
Krümmung nicht bloß eine oder zwei Parallelen habe, wie 
eine Curve in der Ebene, ſondern deren unzaͤhlige. 
Denn man kann auf die Tangenten einer Curve doppel⸗ 
ter Kruͤmmung nach allen moͤglichen Richtungen Normalen zie⸗ 
hen, und ſchneidet man dieſe Normalen alle in gleicher Länge 
ab, fo entſtehet um jede Tangente ein Kreis-Umfang, welcher 
den Abſtand a der gegebenen Curve von ihren Parallelen, zum 
Halbmeſſer hat. Da aber durch das Ende jeder Normale 
eine Curve mit der gegebenen parallel laufen kann, ſo iſt leicht 
zu ſehen, daß die Zahl der moglichen, mit den gegebenen pa⸗ 
rallelen Curven, unendlich groß ke 


N 


. 
7 
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333. 

Alle die unzaͤhligen Parallelen e einer G dobpefe. Krüm- 
mung bilden eine krumme Flaͤche, welche die Geſtalt der 
Waͤnde einer Roͤhre hat, deren Querſchnitt, ſenkrecht auf die 
gegebene Curve, gleich große Kreiſe ſind, deren Halbmeſſer a 
iſt, ſo daß die gegebene Curve doppelter Kruͤmmung die cen⸗ 
triſche Linie dieſer mit ihr parallelen Flaͤche iſt. 

g Mit einer Curve doppelter Krümmung kann alfo. nicht allein 
eeine unbegrenzte Zahl anderer Curven, fondern, felbft eine 
Flaͤche parallel fein, in welcher alle jene Curven liegen. 


c man durch eine bah e ei urve de 
me Krümmung eine Ebene, nach einer beliebigen. Rich ng, 
und zieht darauf eine Normale durch den Berührungspunkt, g 
ſo wird die Ebene, welche die mit der gegebenen Curve pa, 
rallele Flaͤche in dem Punkt berührt, in welchem die Normale 
die parallele Flaͤche ſchneidet, mit jener willkuͤhrlichen Ebene 
durch die Tangente der gegebenen Curve, parallel ſein. . | 

Denn man ſtelle ſich zwei, mit einer und derſelben Curve 8 
don peltes Kruͤmmung parallele, alſo concentriſche Flaͤchen e 
ſo ſind dieſe Flaͤchen unſtreitig auch mit einander parallel; 
denn da ſie auf einerlei Normalen ſenkrecht ſtehen, ſo fallen 
ihre Normalen in einander. a 
\ Nun aber ‚find die Ebenen, welche zwei parallele Flächen En 
in den Punkten berühren, wo fie von einer und derſelben Nor⸗ 
male geſchnitten werden, mit einander parallel (S. 328.) Alſo 
ſind auch die Ebenen, welche die beiden obigen coneentriſchen 
röhrenförmigen Flaͤchen, in den Punkten beruͤhren, in welchen 
eine und biefelbe. Normale 5 ſchneidet, ebenfals unter einan / 
der parallel. 

Man ſetze, der Durchmeſſer der innern röhrenförmigen 
Flaͤche nehme immerfort ab. Verſchwindet er endlich, fo fälle 
die innere Fläche mit der centriſchen Linie zuſammen und alle 
Ebenen, welche die innere Flaͤche in den Punkten berühren, 
in welchen die Normalen auf eine und dieſelbe Tangente der 
centriſchen Linie, die Flaͤche ſchneiden, gehen nunmehr durch 
die Tangente. Legt man alſo in der Entfernung a, Ebenen 
mit denen parallel, welche die aͤußere Fläche berühren, fo ger 
hen alle dieſe Ebenen nothwendig durch die correspondirenden 1 
Tangenten der Eenteifigen Linie 2 AN 

4755 W . 335. e ie 
Die Gleichung der mit einer Curve Hefte? Sehmmung 
1 Flaͤche kann man, wie folgt, finden. Er 

‚ y und z follen die rechtwinkligen Coordinaten der ge⸗ t 


. Linie doppelter Kruͤmmung fein; u, v, w die recht⸗ 


winkligen Coordinaten einer beliebigen, auf die Tangente 
| | | der 
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1 5 erhalt man 
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3 93 1 484 2 BE 
* welches die Gleichung der auf die Tangente einer Curve dop ⸗ 
5 pelter Krümmung Tenkzeihsen, Hs den Dalheunge, Punkt RE 
gehenden. Ebene if, ° | 
Tur einen Augenblick mögen u N We die Canan N 
der Punkte ſein, welche in der Normal⸗ Ebene „ um a vom 
Berührungs e UT, ae fo 5 Kur, ale . 
| Punk rt Fr 5 
666. (Wr)? # ee won - 2 . 
Die beiden Gleichungen (645. u. 646.) enthalten x, „ Ans | 
| e v und W. Vermoͤge der Gleichungen der eentriſchen Curve 5 
kann man aber Y und 2 in x ausdrucken. Subbſtituirt aß 
% die Werthe von y und 2 in x ausgedruckt, in die beiden Glei⸗ . 
chungen (645. und 646), fo enthalten fte nur noch a, , W. En 

und x, Eliminirt man alſo zwiſchen den beiden Gleichungen | 
x, fa erhält man eine Gleichung zwiſchen u, v und W, welche 

die geſuchte Gleichung der mit der gegebenen Curve bo I 
en parallel laufenden Flaͤche iſt. | 
Man ſetze, um ein Beiſpiel zu geben, die kentriſch 95 ö 
fi ein Kreis- Umfang vom Halbmeſſer r, in der Ebene. der | 
BR, y, ſo iſt deſſen Gleichung A 1 i 
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336. 55 1 n 
| Unter den Linien doppelter Krümmung, die in b mit ’ 
einer gegebenen Curve doppelter Kruͤmmung parallelen Fläche 
Be werden konnen, ſind diejenigen bemerkenswerth, deren 

N Alk an den Punkten, in welchen die Normalen der gu 
gebenen Curve fie fihneiden, mit den Tangenten der gegebenen HR 

Linie, an den Durchſchnitts-Punkten der Curve und der 

e nämlichen Normalen, parallel laufen. Die Linien find. volle 


kommen pa rallel mit der gegebenen ure 160 
un hie zu finden, darf man nur | Rh 
f u X u 2 f e iR 


98 weil Be Steigungen die Daune des Parall * 


* 
— 0 > 9 ER 2 N x 
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X 3 und derſelben Normale eurem Tan, 
eier Eurven, ausdrucken. | 


N Da y und 2, vermoͤge der Steigungen der gebenen | 
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Sue, in x sugar, ind, fo hat man auch — == om und 
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4 K ö ; 
= 2 in x; ale hat man x in 95 und 55 w. Nun ag | 


man aber machen, daß die Gleichungen (645. und 646) nur 


u, v, w und x enthalten. Subſtituirt man alſo die Werthe 3 


* N 4 d 2 5 5 
von x in — v und BEN fo A man zwei Wee en 
u ag 8 8 
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zwiſchen u, v, y. und 1 99 = W, welche die geuhten 0 


Gg ungen der nn parallelen Curve ſind, nam; 
lich die Gleichungen zweier krummer Flaͤchen, deren U 
ſchnitt die vollkommen parallele Curve ift. 


387 


Der Inhalt einer Fläche, die mit einer gegebenen Curve 
doppelter Kruͤmmung parallel iſt, fo wie der Inhalt des roͤh⸗ 
venförmigen Körpers, 9 8 fie aan e laſſen 7 wie 5 


folgt, finden. 


Es laͤßt ſich naͤmlich zeigen, daß die erften, Ableiten | 


der Oberflaͤche und des Inhalts jenes röhrenförmigen Körpers 
die nämlichen fi find, die centriſche Linie mag krumm oder 8 


2 


- Krümmung parallele Fläche, mit zwei, auf die gegebene Curve 
ſenkrechten Ebenen an den Enden, einſchließt, gleich iſt dem 


Inhalt und der Oberflaͤche eines graden Cylinders, deſſen 


Grundflaͤche dem ſenkrechten Querſchnitte an den Enden, und 


deſſen Höhe der Länge der centriſchen Linie gleich iſt. 
Dieſe Saͤtze ſind denen ‚für 500 Eukven in Der Bar 
ähnlich. 


N35 


338. 
Ich überlaſſe die Forſetzung dieſer Tu N A Nen 


* 5 Q 2 
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Daraus folgt, daß der Inhalt 158 die ee des 
5 welchen eine mit einer gegebenen Curve doppelter 


‚rofl Er Curven einfaches nd: doppelter n 
. Flächen gefundenen Saͤtze. e e 
. Erſter Lehrſatz. Wenn man an eine 970 0% Curve | 
a der Ebene, Normalen zieht, und- durch diejenigen Punkte | 
dieſer Normalen, welche gleich weit von der gegebenen Curve 
entfernt fi ſind, eine zweite Curve legt, ſo daß dieſe zweite Curve 
mit der gegebenen parallel ift, fo fallen bie, Normalen, dieſer 
neuen Curve, mit den Normalen der gegebenen, zuſammen. | 
Alle ihre Tangenten in den Punkten, in welchen eine und 
2 I dieſelbe Normale die beiden Curven ſchneidet, ſind parallel, 
| und der Parallelismus der Curven findet allemal wech el, 
‚ feiig Statt. N 
Zweiter Lehrſatz. Alle mit einer 9 9 Sure Hg 
rallele Curven in der Ebene haben mit der gegebenen Curve 
einerlei Evolute. Sie werden von feften m des arg 
wickelten Fadens beſchrieben. n 
Dritter Lehrſatz. Der Unterschied der Laͤnge zweier ; 
parallelen Curven in der Ebene iſt der Laͤnge eines Kreisbo— 
gens gleich, welcher die Entfernung der beiden Curven von 
einander zum Halbmeſſer, und den Winkel zwiſchen den ge⸗ 
meinfchaftlichen Normalen an den Enden, zum Maaß hat. 
Vierter Lehrſatz. Man nenne die Curve, welche alle 
gemeinſchaftliche Normalen zweier parallelen Curven halbirt, 
centriſche Linie. Die Länge dieſer centriſchen Linie iſt 
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— Fr 


; = Ä gleich der halben S Summe der Laͤngen zweier correspondirenden * 
$ parallelen Eubvons Bogen zwiſchen den Normalen an den 
55 * ** 


Fuͤnfter Lehrſatz. Die Flaͤche, 1 zwei ‚helfe, 
e Eurven » Bogen. in. der Ebene, mit den gemeinſchaft⸗ 
lichen Normalen an den Enden einſchließen, iſt ſo groß als 
die Flaͤche eines Parallelogramms, welches die Länge der een⸗ 
triſchen Curve zur Grundlinie, und den Abſtand der beiden pa⸗ 
rallelen Curven zur Höhe hat. 

Sechſter Lehrſatz. Der Unterſchled zwiſchen den Ju⸗ + 

halt eines Parallelogramms, welches eine von zwei parallelen 
Curven zur Grundlinie und die Entfernung der Curven von 1 


7 + z 1 
N 055 
u 8 k N f „ n & 
2 7 9 
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© a Ar n 120 den Yan eher: Ei Be, 


Dalbmeſſer und den Winkel zwichen den N an den > 
Enden zum Maaß hat. i 
Siebenter Lehr fatz. Wenn man an eine e gegebene 


IE Flaͤche Normalen zieht, und durch dieſenigen Punkte 
dieſer Normalen, welche von der gegebenen Flaͤche gleich weit 
entfernt find, eine zweite krumme Flaͤche legt, fo daß dieſe 
zweite Fläche mit der gegebenen parallel laͤuft, fo fallen alle 


Normalen der zweiten Flaͤche mit denen der gegebenen zuſam⸗ 


men; alle beruͤhrenden Ebenen, in den Punkten, wo ein und 
dieſelbe Normale die beiden Flaͤchen ſchneidet, find parallel, 
und der 5 der beiden Ebenen 0 alen wech⸗ 


ſelſeitig Statt. 


„ 


2 Achter Lehrſat. Saͤtze wie der vlerte, fünfte, ſechſte . 


und ſtebente, finden für parallele Flächen nicht State, 


Neunter Lehrſatz. Es giebt allemal Flaͤchen, von der 


Geſtalt der Waͤnde einer Roͤhre, die mit einer gegebenen Curve 


doppelter Kruͤmmung parallel find. Die Querſchnitte, ſenkrecht 


auf die gegebene Linie, die dann die centrifche iſt, find gleiche 


Kreiſe, deren Halbmeſſer der Entfeknung der parallelen Flaͤche 
von der centriſchen Linie gleich ſend. 


Zehnter Lehrſatz. Jede Ebene, die man durch Die, 


Tangente einer Curve doppelter Kruͤmmung legen kann, iſt 
parallel mit der Ebene, welche die parallele Flaͤche in dem 


Punkte beruͤhrt, in welchem die Normale auf die centriſche 
Linte und auf die e Ebene, die paralice Kläche 
ſchneidet. N / 

‚Eilfter geh kat In jeder mit einer e Curve 
doppelter Krümmung parallelen Fläche kann man Linien dop⸗ 
pelter Krümmung ziehen, deren Tangenten mit den correspon⸗ 
direnden Tangenten der gegebenen Curve parallel ſind. 

Zwoͤlfter Lehrſatz. Der Inhalt einer, mit einer ge⸗ 
gebenen Curve doppelter Kruͤmmung parallelen F laͤche, iſt gleich 
der krummen Oberfläche eines graden Cylinders, deſſen Grund⸗ 
fache den eee Weſenten auf die centtiſche 12 5 


* 2 \ 


“N 


15 


* 


J 


N N 1 8 240 1 5 
und beffen Höhe der 05 80 AAeiſchen Er . 5 w 
Qiuerſchnitten an den Enden gleich iſfte. f 

Dreizehnter Lehrſatz. Der Inhalt 855 e, 

ee welchen eine, mit einer gegebenen Curve doppelter Kruͤmmung 

0 parallele Flaͤche, mit zwei beliebigen ſenkrechten Querſchnitten 
auf die gegebene Curve begrenzt, iſt dem Inhalt eines graden 
Cylinders gleich, der die Querſchnitte zu Grundflaͤchen und die 
Laͤnge der eentriſchen Linie zwiſchen den beiden eee e 
zur Hoͤhe hat. > ! 
Die Unterſuchungen laſſen ſich noch auf amin Flächen 
uud Curven doppelter Kruͤmmung von beſtimmten Eigenſchaf⸗ 
ten anwenden, zum Beiſpiel auf developpable Flachen. Der⸗ 
gleichen würden vielleicht intereſſante Reſultate liefern. 


5 339. 
„„ koͤnnte auch den obigen Unterſuchungen noch eine 
viel groͤßere Ausdehnung geben, wenn man Curven und krumme 
Flaͤchen ſuchte, die mit gegebenen Curven und krummen Flaͤ . 
chen, nicht ſowohl parallel find, als vielmehr überall. gleiche 
Neigung gegen diefelben haben, zum Beiſpiel auf die Weiſe, 
wie eine grade Linie in der Ebene, die mit einer andern gra— 
den Linie nicht parallel iſt, mit derſelben überall den naͤm li⸗ 
chen Winkel macht. Auf dieſe Weiſe koͤnnte man, ſo wie hier 
> ebene und ſchiefe Parallelogramme und Parallelepipe- 
den mit krummen Grundflaͤchen conſtruirt worden ſind, ebene 
und ſchiefe Dreiecke und Vielecke mit krummen Seiten, oder 
Pyramiden und Polyeder mit krummen Flaͤchen conſtruiren. | 
Dieſe Figuren einer neuen Art würden ge N 
mehrere 3 Saͤtze darbieten. 


N i g 5 340. 

= % S will ſchließlich darauf aufmerkſam 9 1 155 daß das 

le obige abſichtliche Vermeiden aller Figuren bei dieſen rein geo⸗ 
metriſchen Gegenſtaͤnden, der Unterſuchung in der That guͤn⸗ 
ſtig geweſen iſt und ſie erleichtert hat. Je allgemeiner mathe⸗ 

matiſche Unterſuchungen find, je mehr find Figuren, nicht als 

lein entbehrlich, ſondern ſogar der Deutlichkeit nachtheilig. 
Beſonders Gegenſtände im 7 0 ſtellt man ſich in Gedan⸗ 
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N Won einigen Fillen der e von Ableitunge⸗ 
ee 1 Ordnung durch aeg: und > 


RE algebraiſche Aufloͤſung. 


er a 


5 N, der Zurüdleitung durch zertheifung. 


= N W 7 . . ann < 


: Bekannte on. man die Zuräckletung von Ablettunge 4 


Gleichungen „ wenn ſie ſich nicht ſogleich von ſelbſt darbietet, 
in manchen Faͤllen durch Multiplication erleichtern. Dieſes 


Verfahren iſt unter dem Namen des i mit Huͤlfe 


der Multiplicatoren, bekannt. 
Aber auch durch Zertheilung laſſen ſich gewiſſe Ableitungs⸗ 


0 Gleichungen zuruͤckleiten, und zwar nicht durch Diviſion, denn 
dies waͤre nichts anders, als die Anwendung der Multiplica- 


toren, fondern- durch ſubſtractive Theilung oder durch Zerle⸗ 
gung in Aggregate, deren Summe die gegebene Ableitungs⸗ 


0 5 wiederum ausmacht. Dieſe Art der Zurückleitung 
ungewöhnlich. Ich ſtieß auf ein Beiſpiel davon zufällig, als 
2 1 die Gleichungen der Linien zweiter Ordnung aus ihren cas. 


toptriſchen Eigenſchaften entwickeln wollte. Ich will kuͤrzlich 


7 miibrgellerte worauf ich gekommen bin . 


3 5 1 . 


| a EN 

Die Parabel zweiter Ordnung, oder die 50 apol-⸗ 
fonifihe Parabel ‚giebt den einfachften Fall. Bekanntlich hat 
ſte die Eigenſchaft, daß, wenn man einem Spiegel ihre Kruͤmme 


giebt, alle e die aus n Breſſe auf die 8 
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1 von tang 45 tang g und. tangy, ſo rl man / 


ig Es bet 1 B ben Brennpunkt ben Parabel aM, 9 
Mm ein beliebiger Punkt dieſer Curve, fo wird der Strahl BM 
nach M, parallel mit der Are AG, zurückgeworfen. Alſo 5 
ſind die Winkel BME mu — 6 und Anz. = . gech = 


groß, wenn EE die Tangente an M iſt. 3 

B 1 5 5 

Es ik — NB dy- wenn man * als unaShängtg Saad, 5 5 

derlich und y davon abhengend Betsadet; alfo iſt tang e 5 
I: BP ah "a—Xx MP 


„ alfo unge = 7 und 


1 * EB BR 
3 
= dy; alſo fans , MEPStang 7 47. Da nun & 55 2 
( 
== 7 fein fol, fo un auch tang ( + ß) = tang Y oder 


* 


d tang « ＋ tangß | RR: 


en = tang . 1 man hierin die Werthe 
1 — tang 2 tang B» 


* 


; 123 ar. 2? a—* 1 
C Ie 
dy Se ET der 5 
ö IR h 1-4 — Se — Sara) ER 
. d ; 8 - 
ydy? -er y L 0% oe ö 
640, J ( 0 ( dy 0, 


Dieſes iſt die Ableitungs⸗ Gleichung, welche das nothwendige 
Verhaͤltniß zwiſchen x und Y, oder die Gleichung derjenigen 
Curve enthalten muß, welche die Eigenſchaft hat, alle Strah- 
len aus dem Punkt Br 8 mit der re, AC, zuruͤckzu⸗ 
werfen. 


. 2 


Da man Bl daß diefe Curve die fogenannte apolloni⸗ “a 


ſche Parabel iſt, ſo muß die Stammgleichung von (649.0 


nothwendig mit der Gleichung einer ee überein: 
ee und alſo die Form | ER 


650. 7 = be a i 


— 


U 


6 204 un | REIT) OH 217 1 I N. 
Au, * N nl re WERE N AR 7 1 
4 17 RT 1 n 0 5 * N 5 
5 * wor } f nr ’ 
5 1 A, a: . * 


5 hi Alle in man n fü eht nicht old, wie durch die 659 


} N ir | 3 i 1 * 75 
5 ui Be 0 928 — 250 — N 0 


lichen Mittel die ae (650) aus der es 
ae werden koͤnne. 0 N 


* 8 x . 
[4 a — . 


7 * 
10 Balsam N ee “ 
t u 0 — „ 


Dos Mittel der Busen durch Bertheitung 5% * 


5 100 nun in Folgendem: 


Man zerlege die Ableitungs Gleichung (649.), Wilde bon 


lich, in zwei andere, deren Summe ihr gleich if, un, in 


en 2xdy=o und 
652. yd y- —2ady=o. | 
Geben dieſe beiden Gleichungen inerten 


n iß zwiſchen x und y, fo giebt auch ihre Summe das Naͤm⸗ 


Eu 


liche, fi folglich ift die Zerlegung erlaubt, und jede einzelne Glei⸗ 


f chung giebt das was die ganze Neghe und folglich das was | 
man ſucht. / 


Ein ſolcher Fall findet hier wirklich Statt, N die Glei⸗ | 


1 = 1 
chung (651.) giebt, Eu = >, wovon die Stammgleichung 


log 1 = — 3 log x ＋ Const. oder wenn 2 Const. = log b 
geſetzt u, 2 log y = log x + log b oder 7 bx ift. 


Die Gleichung (652.) giebt ydy — 2a wovon die Stamm⸗ 


gleichung y? —= A ax ＋ Const. , und weil x und y zugleich 
Null ſind, ye — 4ax iſt. Die beiden Gleichungen geben 


alſo, wenn das willkuͤhrliche b, = — 4a gefeßt wird, das Naͤm⸗ 
liche, und zwar die Keie ung, 15 11 


653. „„ BANN 5 4 


"Be, mit 5 Gleichung der Parabel uͤbereinkommt, weil der 
Parameter der Parabel, der vierfachen Entfernung a: des 


Brennpunkts vom Scheitel gleich iſt. Alſo war die willkühr⸗ 8 


liche Zertheilung wirklich erlaubt. Die einzelnen Theile der 
Gleichung geben das Nämliche, was die ganze Gleichung giebt, 


und folglich das was man ſucht. 


345. . | 
ein ander Fall giebt die Ellipſe. Bekanntlich hat ſie 


Nie Eigenſchaft, daß, wenn man einem Spiegel ihre Krumme } 1 


„ 


. 8 7 
und tang 7 


giel ebt, ale Strahlen” aus Demi en tet ven der N 
Kruͤmme, in den andern Brennpunkt zurückgeworfen Wir denn 
Fig 28. Die beiden Brennpunkte der Ellipſe ſollen 5 7 
und C fein. M ſei ein beliebiger Punkt der Curve, fo wird - | 
der Strahl BM nah MC zurückgeworfen. Alſo iſt der Wins 
kel EMB gleich dem Winkel CMF, das heißt, man erhaͤlt Eh 
den Winkel BMO = y , wenn man den doppelten Win⸗ | | 
kel EMB oder 2 (a + 6) von zwei rechten abzieht. A ei 


\ 


654, 26 2 6. 1 5 
„Daraus folgt 2 (e — 2e)=y he und iu 10 


655. ee - tang 2% = tang * + A). ; 42 22 ; 0 
9 Be | „„ 
un in MP” 5 ; alſo | 

| 1 g ' 
656. 8 RT. a 


Ferner ift, wenn der Anfangspunkt der Abeiſſen A, mitten 
zwiſchen den beiden Brennpunkten A und C angenommen f 
2) B Ke und CP=x+e 1 iſt 7 


ö P 
n be NP alſo 


MP 
65 | c—x EIER | 
7.3 tan 83 — 5 N ö ' 
57. tang 7 | 


MP’ alfo 


658. tang vw . 


„„ 5 


65 a tang & tang 8 tang £ tang „* 
I tang & — 1 7 1 tang g rang = 
Setzt man hierin die Werthe von tang e, tang g und tang 


7 


aus (686. 657. 658), fo erhält man die Gleichung. 


eee 
N. HN y 5 1 us 

7 75 ee, ® er * | \ 
—— 1 — 


u: * 
e 


er 5 05 0 


Die Stammglelhung von dieſer Abteitungsafeichung W 
5 enz die Gleichung der Ellipſe ſein, denn ſie 1 we. 


Na Gleichung zwiſchen den Coordinaten x und v. . 


Die Zerlegung geſchieht hier auf die Weiſe, daß man der 
Gleichung (660.) die Geſtalt 


1 


oder 
66. 6 eh dy xedy (r me- dy- dy- ER 
N wo m eine naͤher zu beſtimmende Grohe 12 and dann 
willkührlich den r Us ER 
662. — — x?dym® ey ‚und den Reſt RN: 
9 663. ge. ＋ eh) dy — x dy 1 me) = . 19 N 
ſetzt, denn beide Steigungen geben einerlei Wege zwi⸗ a 
ſchen x und 7. . 
Die Gleichung (662.) nämlich gtehr n yay, alſo, 
wenn man fie zuruͤckleitet, 25 — Zx’m? . Const., oder 
1 wen x’m2 Const. Alſo da 7 = b fuͤr * 0 iſt, ! 
be 2 0 4 Const. und folglich 5 N 
\ y? = b? — x’m?, Ns RN 
Setzt man den 2 unbekannten Werth von * 85 fuͤr y 


2 . 


x dy- . x dy. m? - che er. 0% 


5 Statt findet, — a, fo ift 0 — be — mae, aße m’ Sr. 2 
und folglich a N | 9 
8 664. * — — ar 2 255 | \ N | 5 az, RN 


Aus der andern az (663.) durch Zurheeitung einen 
aͤhnlichen Ausdruck zu entwickeln wuͤrde ſchwieriger ſein. Man 

8 kann aber ruͤckwaͤrts ſehen, daß die Gleichung (664.), mit ei⸗ 
nem paſſenden Werth von a, der Gleichung (663. genug thut. 


ba 
Denn (664% giebt ydy = ee x Man wulle die 


Seidung 6580 mit v. R geht ſolche 7 RER IN 


Aber, Dan 1 terin den Werth r n 9 w ma „ 


A 2 

a Re Co g 

und von vay, = — 25 *, ſo fit man May, 5 
| sa we 2, p be i 4 5 b* 155 200. 1 
Ebe- — 2? I x ca. —x — * — — & 5 
a a? RR 1 a e 

% BR N b? | . 5 

: RN bes N T b? WE 5 e 2 5 

12 W 8 a 1 LE 

b (= =) 3 Re oder . „ 


665. FFF e 

Es iſt alſo bloß noͤthig, daß a den Werth Ve: ver e) 1 
habe, fo giebt die Gleichung (663.) genau das nämliche Ver⸗ 
haͤltniß zwiſchen x und y, wie (662.), und folglich alsdann | 
auch dasjenige Verhaͤltniß, welches die gegebene Gleichung 
(660.) erfordert, mithin das wahre geſuchte Verhaͤltniß zwi⸗ 
ſchen x und J. Da nun a noch unbekannt oder unbeſtimmt 
war, ſo kann die Bedingung a? = be + c en en, . 
und folglich druͤckt die Gleichung 5 


\ 
2 re 


55 7 25 ra 50 (664. 


wirklich das 9 95 Verhaͤltniß zwiſchen * und Y aus. In | 

. der That iſt fie die bekannte Gleichung der Ellipſe fr 
Coordinaten aus dem Mittelpunkt, und daher die Aufgabe auch 7 
hier, durch die Zuruͤckleitung mittelſt Zerthelung, N 
“ gelöſet. „„ 5 . 


N * 0 } 347. Br 

| Die Bebeße fuͤr dieſe Art der angeln laſen 0 79 
folgendergeſtalt ausdruͤcken: Ar, 

5 W Es ſei die Ableitungs⸗ Gleichung zweiter Ordnung zwiſchen 

1 der unabhängig veränderlichen ‚Größe: * und der davon ab 

; Ey Größe 77 » 


66. * Gay d 0 


x 


a 


a tag — 
RER a 


gegeben, wo p, Q und s Shah Basen x und y. 
koͤnnen; fo zerlege man X in iwei Theil e 1 ne IR 


857. 2 a ch r und Kei , 
N pe qdy er rdy + dy- = o if, N 
Nun fege man. willkuͤhrlich 3 3 
9 dy = RR RU A 
n 608 1 a un | „ ' 
rdy er sdy® , 
- woraus folgt, . RN 
0 665. d und e 
— — ‚sdy. \ 
Geben dieſe Gleichungen, zurückgeleitet R Lelnerllt Berhättniß 
Hayden x und , fo war die Zerlegung erlaubt, und was fie 
geben iſt das nämliche Verhaͤltniß, welches auch die ganze ges 
a 9 Gleichung (6540 9 und folglich das geſuchte. | 


Aus (657.) folge auch . > oder 


ere p ar, 
5 lien ebenfalls eine Gleichung offen x und y iſt, die ſo⸗ 
e nicht erſt zuruckgeleitet werden darf. 
Es kommt alſo nur auf eine ſolche Zerlegung von Q an, 
daß p = dy und r = — sdy einerlei Verhaͤltniß zwi⸗ 
ſchen x und y geben. Das naͤmliche Verhaͤltniß muß dann 
En bie e (658.) ps = gr 9 
1 „ 
N 8 den beiden An Beiſpielen war fuͤr die Parabel 
| J dy- — 2ady ＋axdy - yo 60 
EN b für die Ellipſe 


— 


4 


dy — dy f — cady — xy o (660. * 
Fuͤr den erſten Fal war (651. und 652. mit 668. veralihen) 
p d = 2 ee, 10 


alſo giebt fuͤr dieſen Fall die Bedingungs⸗ Gleichung ps = gr 
(670.) — 7 = — Zax oder J? = 4ax, und dies kommt 
in der That mit dem was aus den beiden Theilen der gege⸗ 
benen Ableitungs⸗Gleichung, und folglich aus der ganzen Ab⸗ . 


r 


32 


19 fegt das 6 elle der ume . 
br daun ba it b. and 66s mit 668. u 


| — Ä 9 5 6 

4 45 Le em) 2 
r— m?x? 4 8 I 1 % ee 

alſo giebt fuͤr a weiten Su | die ae. m 

* qr (670.) a 
* — ER (y? + c — K 2 —— mex) oder N 0 
5 (1 — m?) = 8 mee — m? (1 — me) x2. | 


Ben man hierin die Werthe von e und m, wa o a?! 


. 


* 
1741 4 — 


be 
— be und me ſo erhalt man 


1 
5 ene am 
* 


kenn 15 — 0 — (as — be — 65 — 0 0 48 oder ‚af 


rd \ 
2 Mane 11 u len — 


1 (a° — x?) — re 92 5 Ae * 
0 1 ! 4 


x 
rt 
* 


ie ebenfalls nie dem meta der ans 0040 awer 
einſtimmt. | 


349. 5 


Wahrscheinlich laͤßt ſich eine ſolche Zerlegung ach age 
meiner aushben. Naͤmlich wenn eine 1 . ö . 


— 


3 lesen a 0 nr ED 
z wiſchen x und y und den Abel von y nach x bis in’ 


einer beliebigen Ordnung, gegeben wäre, ſo ‚müßte man ver⸗ 


ſuchen, U in mehrere andere Größen u, v, W.. zu zerlegen, | 
die, jede gleich Null geſetzt, durch Multiollcation oder Addi⸗ 0 


tion, oder wie es ſonſt ſein mag, verbunden, U=o geben, 

und von der Art find, daß die Gleichungen u o, 9 
W = 0. .. wenn man fie zuruͤckleiteit, alle eil Verhaͤlt⸗ 
niß zwiſchen & und M ausdrucken. Hatte man ſolche Größen 


u, v, W. .. gefunden, ſo muͤßte das Vethaͤltniß, welches fie. 


zwiſchen * und J geben, das naͤmliche fein, welches die Glei- 
chung u d ſelbſt giebt, und folglich das geſuchte. 


ey ein 3 Verfahren, wenn es magic iſt, wuͤ rde 


— 


5 5 
Nr 


Be Bo 13 . 250 1 


* 


die eee der Ableitung „G 
nung gleichſam auf eine eigenthümliche Art von 
Auflöſung gebracht werden. | ur Ra 

Der Gegenſtand ſchien mir der Bemet werth 1 N 
bteleicht Jemanden, der mehr Zeit hat, als W zum weitern d 
Machdenken darüber zu veranlaflen, Se . 
. won der gurüdteisung b elsebraiche a 

5 1 Auflöſungen. e ee e 


den Ber 350. u er 
Ein anderer. merkwuͤrdiger Fall, in welchem fi ich die Zus | 
eee einer Ableitungs⸗Gleichung auf algebraiſche Aufs; 
ſung bringen zu laſſen ſcheint, iſt folgender: 5 
Ich bin darauf gekommen als ih die Curve ſuchte, von 
deren fämmtlichen Tangenten, zwei, unter einem beliebigen un⸗ 
veraͤnderlichen Winkel zuſammenſtoßende a ker gleich 
lange Stuͤcke abſchneiden. N 
Fig. 29. Die Aufgabe naͤmlich iſt, die Eines EMP zu 
finden, deren ſaͤmmtliche Tangenten ED, GF, F 
weit ſie zwiſchen den feften Linien 8 und er ige, gleich 
as fi ind, 5 
Es iſt im Oreleck AGF, che . 2 45 
à (sin e cos ＋ cos . sin = En k) sin oder a ae ? 
i ee e = bK. 


Nun if Bene ua, ‚al cos a — 


RR. 
a’ fiat 
9 beer o . fn f. 50 = b + ke cher „ 3 
n eos 6 b ain bk. 


65 iſt ferner (b ＋ k — x) ui: S == alſo aus Gn Ye 


u IR 


672. (a cos IR b sin 9 5 and = 5 N. 
Desgleichen iſt 8 


I 3 1 
> R er ung9= e, sin O rn cos eh . 


ds | 
wenn Er 


1 5 ih 9 
RR al 1 SR 1 17 
8 i a Marl 
r 3 n 65 5 
A b ge 
/ 


* a dy Id a e zn — 
ö 5 Bu 074. (y —xdy)ı dı= (b d y +. ab: | Hr 5 Kr Br. | 2 
138 — hy, fo erhält. man 0 5 „ 
N asydyhrdy?) ara b2dy? Lotbey d. a- 4 4 
oder 14 . 111 * 114 80 A 222 * ei 110 md 7 3 A 


7 — aydy + x’dy? + ray: „ =bräye 

(a6 ＋aabdy ae dys, oder 

675. G b.) dY -a y+ ab) 5 era 
„ a N SEE: ni ur 
. Diefe Ableitungs⸗ Gleichung beſtimmt das Verhaͤltniß zwiſchen 
x und y, und folglich die geſuchte Gleichung der C irve. N 

Betrachtet man dy als die unbekannte Größe; fomäßte - 
man, um es auszudrücken, eine Gleichung der vierten Ord— 
nung auflöfen. Die Auflöfung würde dy in * und y on 
Daun bliebe noch die e e 92 


Ein anderer Weg der Ain if nun see , 
Die Coordinaten der Linie GF, von 4 ab bellen ui und 


un. 


9 — Y Be 


Mi, 


* heißen, ſo iſt zufolge (672 51 | 1 78 | 
676. an Br kön) 1 2 ® 
und zufolge (571. me am ER, 


677. eee ir 
wenn AF = b Kk = c heißt. S 
san Aus (677. folgt ei ; 4 Re 4 5 a 18 | 


er at bang e = © sec. o, ober | 
a A ab tang Ab tang c a + 8 9), alſo 


% tang 9 97 Du bs) abt tang 2 —+e? — ee a2, = 05 und 0 

7 5 en. ab? 2 (e? —a? bol b 45 

3 Die, Burylgeiße iſt abs | in 5 eb: a ac = arb? | | 
a TR alſo iR, % 
4 0 II. 2 5 5 R | ? 7 

u. - . 1 N er -# 
3 is 7 


UK: 0 A ; SR FIR 
N) 85 RE Mahn * 
155 ä „ 
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— \ 1 7 : PERS EL 
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8 N 0 EN 
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9 7 N u u N l 0 25 0 Ve + 
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F 678. | tang eg ne 
Dies in (676.) geſetzt gebt | 1 
ab e . ach 2. 


c — b⸗ 


e SEN b 
Ki 


679. v=l-uf 


Mun ſei für irgend eine andere Lage CF der ae Line 
DE, die Größe AC = me, fo haben für den Durchſchnitts⸗ 
Punkt m, der beiden einten IC und GF, u und v einerlet 
Werth, und fuͤr die Linie IC geht e in mc 1 * 5 
für: N * — f * — 


Beide Werthe von v gleich geſetzt, giebt 


ann | Sb Eee be m⸗ e 
5 bo. n eee e ei we 


Man feße der Kürze wegen = 
ne 2 Ne = HB i e 


mc — b. * 


ae eee ee op 5 ya 
Re . SR so Kren 
a O Ye Br we; 
v (e - u) — und v» = (me — u) — A 
4 | P 


. b 5 6 
A udn En = ‚ODER ve . 


(e — u) p (me — u) Pq und daraus 
Ang Nb) c(mPg ae ul, alſo . a „ 
8 2 = mp Opa, ! RD 
602. u . | Pe 81 
| F n 


Setzt man Dies u z. B. in (e — A 2 fo erhalt man 
1 / 1 5 2 P. — 5 > ar 


8 P — )! 4 3 9 fis 
e . 245 e 
Pp (t — m . d a 
653. 3 5 pe 5 ra EN 
4 


woraus ſich die aten des aao, wut der 


belden e 10 und GF finden. 


725 0 auf einander fo 


— 


RR 


= + ſo falt der. Dur Alan pnit 


olgenden Tangenten iſt ein Entven« Punkt. 2 

Da aber, wie 10 zu ſehen, die Werthe von e 
ee 20 a 

been, at im * Bin en, en 5 2 6 2 und y 185 n wd, 


das- sds d . 
aa mad 115 u und v für den Fall m - 1 ze fibent Pe 
von Zähler und Nenner der Brüche, bie u und v ausdrücken. 


die erſten Ableitungen nach m nehmen. 42 45 8 


en Dieſes giebt, ut and; 4 Fein mm enthatten 5 


28 5 
d und dq = 0 find, . 
N —— add — gag 15 (Arch ar BR 
(*a- 604. u F * 


— — Aa 


Nun Ei aus (681), eie ae 14 nel. 


Ve 
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e e e e er; A A ee, eee 


ar =- eR+ K 


dp = Be, ab 


Kr 
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0 0 az 59 ren 5 FR ame- 
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74 


39. enn 
e e e € N 


e eee, ene 794 m’ e 
. ai eo al- oh 188 f ame ame- baut 
oder 3515 A! 77 300. 76511 119 8 


0 50 (abR- ek r m au de abR + a2mebrꝰR 


MITTE R= Fed D sabomR Tenn 1 mr 


Hierin kann man nun“ m 1 regen. Fur m = r aber iſt 
u: „ alſo e e nam 5 hd 
4 abr. SE, Ae Leg — e abe e * 15 
Pr R nr ER ge? — ab x 2c 8570 a 8 | 


x a0 Arc? ( = 1 4 — ges) + 0 1 bet Leben 


um 
58 1 ＋ ge gie aaber Jus 


cb ce. be- et be ede 


e e e- e abe Y TI 
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; denn der Durchfehnitts Pur 4 — Mine ie 
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W 1 
R N EN CA 5 A 
en E. 2 \ 7 N C 
b ; 1 9 y 
* ’ E 5 A . 
. 8 Ki 1 
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* Rn 
r De ER 
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ober 1 a 
N 77 u 3 N 2 * 1 | 
MR, 0 e 105 an Len + 


ee e 
Mr 2227 Fi * 151 194 u i 0 I 3 18810 470 115 Alis 10 55 nd 
bene mb men, 1135 ai Fuse ug ii sin 500 u 1 


cla⸗ 175 b. — Ber = asc“ N Ve 3 


491 132 N 1205 j 


Ä * SR Seed there abet 4 -c?) 


7 Aa- A a2. 1 
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1 alle f in (679.) ber 8 | Amt DER 
8 5 33 E be- c aba tb? „ | 
| 25 7 85 ae b s we . 1 nutte 


eder * f 8 0 


5 (a? ba ” 5 
18 * == eh 7850 vert c®) 
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| 303. 


5 „ | 
Wa und u für nb die Coordinaten der curve, atfo mit x und 
J einerle einerlei. Es ſind alſo beide Coordinaten x und y durch die 
Lange a a der, conſtanten, die Curve beſchreibenden Linie ED, 
durch 1 die Ent tfernung des Orts D, wo dieſe Linie, als 
Perpendikel, auf den einen Schenkel hinfaͤllt, vom me 
Scheitel u, und durch die Entfernung o des Orts z. B. F. 
vom Scheitel A, in welchem eine beliebige Tangent e der Eütve 
den einen Schenkel ſchneidet, ausgedruckt worden. 115710 
27 Entwickelte man daher aus den beiden Ausdrücken von x 
und y die unbeſtimmte Größe e, fo würde man dafür zwe 
’ Ausdrücke, den einen in a, b und x den andern in a, bund 
y erhalten. Setzte man alfe diefe Ausdruͤcke von e einander 
gleich, fo würde Line Gleichung zwiſchen a, b, x und J ent⸗ 
ſtehen, alſo zwiſchen den Coordinaten der Curve und den bel⸗ 
den conſtanten Größen a, und, b. Pan wage alſo 
wirklich die geſuchte ee der Curve. a 


2 Er e e 
. | ung muß: nothwendig die „ Senn. 
= ir tra en (673.) übereinftimmen, „ denn auch dle 4 
ammgleichung dieſer abgeleiteten Gleichung enthält nur „ 1 
I. a und b. Alſo iſt durch die letztere Art der Auflöfung die f 
Burückleitung der Ableitungs Gleichung (675.) auf eine alge⸗ 
braiſche Auflöſung von Gleichungen gebracht worden, „ 5 
auf diejenige, welche hier nötig ft ‚um aus (685. und 6 NR 
e zu finden. e eee ee un 
Konnte man alſo Abe eee e 
von welcher die Stammgleichung gefunden werden ſoll, auf 
eine ähnliche Art in eine andere verwandeln, bei welcher es 
nur auf die algebraiſche Auflöfung von Gleichungen ankoͤmmt, 
ſo wuͤrde dadurch die Zuruͤckleitungs Operation in eine bloß 
algebraiſche verwöndelt werden, und folglich die Verwandlung. 
weil die algebraiſche Aufloͤſung, wenigſtens fuͤr beſtimmte 
Zahlen⸗ Werthe der Coefficlenten durch Naherung mancherle! 
Ansaalamal; möglich uß, Wrentaßeng in. la ann: ‚nüge 
lich Mun, „ e 
Man ſi che aus den En beiden Deifbielen, daß wahr⸗ 
ſcheinlich noch manche Zurüuͤckleitung von Ps ee 
gen durch einzelne Kunſtgriffe if 1 5 . 


3 


v 1 1 
PEN 1 7 vn N DRRER TEN if" 7 1 1451 124 7 7 ne 70 
e ne oa Te 195: nen ar Fi ut 
4 4 . 
ren wre "di 2 77 N 6 4 8 A 0 7 « m 
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1148989 4 } m y 1 N + * . 4% 
enn 141 18 y — „ Ne 986 es 4 5 — 
* e 2 fi 9 11 107 907 ph u 


We ve 1 1 . 7 7 4 A u 
* ä 17 BEN ene aan — 40 sch MEET 2 


a) ee ‚tsdnmifie aa Kr 54311 
* N . * 
Br sun ar 1 Senne 1750 ng wel BAR wi as Komm 


ten theilweiſen Ableitungen von M, welches man unter ans 


an, 3% sin 
3 


Ä Sr 2 zam an 5 = 8 
bed we a 


— 


0 ene B ir a 451% % und EAN a 5 1 7 
3 — * N 


9 1 222 a ie = su 1 — 
Br: 0 1 in! 2 I (CIE, BRUDER A, ? ann 1151 K 73 > 15 wu 9 Kan 3211 
Im 1 4. nl neon Fan ia 3 


mo Kir A 28. * RL 8 118 


Einige Beiſpiele von Ahlen und Rache eg 
m Ausdrücken mit mehreren, zum Theil von 


einander abbaäggigen⸗ a ae 8 nö, 


890 x} 0 a Li ss 1. 3 rich 50115 


15 1 * 1 ” * 2 Fin . * > 
»/, 28 758 7 * 3 r 1 4 } * 
1 II: And uch tele 355. 1 7 9 nein 940 d sun 
TO — * 1 U 
2 ’ . 5 RER Fr - 1 Per 2 F 


u 57% wer al 19% 14 9 TESTER dad N 
E,, iſt berlin daß man, von een deer mit mehrer 
ren unbeſtimmten oder veränderlichen Größen’, den größten 
oder kleinſten Werth findet, wenn man ſeinen veränderlichen 
Größen diejenigen Werthe giebt, die gefunden werden, wenn 


man die erſten theilweiſen Ableitungen des Ausdrucks, nach 
den verſchiedenen Elementen eee 1 gleich Null 


ſetzt. Zum Beiſpiel wennn van lischi 
| agu N ne sp 


687- M k u, 9 7, 1 N 


1 


waͤre, fo würde man von M den groͤßten oder kleinſten Werth 5 


finden, wenn man den Elpnienten u, x, Y, 2... diejenigen 
d 


d b 
Wahe gäbe, die aus den Gleichungen > re MS o, 


d d 
1 N =0,- MS 0 x. folgen. Ob dergleichen Werthe von 


**, y 2 . einen größten oder kleinſten Werth von M 
geben, oder ob uͤberhaupt ein groͤßter oder kleinſter Werth 
von M möglich if, zeigt fih aus der Beſchaffenheit der zwei⸗ 


dern im 11 ten Capitel der Theorie des fonctions von La⸗ 


grange abgehandelt findet. Hier iſt diesmal von dem letztern 
nicht die Rede, ſondern nur von Beiſpielen der Entwickelung 


* 


der Werthe der Elemente u, x, y, 1... aus den erſten theil⸗⸗ 


— 0 E “ k r 
% a 1 


. Br eich | 1145 
1 von Mm, 7 in n der Borauss 


ne we eden worden, b die Werthe von 
5 e oder klei ifte ſind, 0 zwar in dem Falle, wenn die 
emente u, BF: nicht 9 anzlͤch von einander ug 
5 bangt finn | | 
1 0 3 | 
Waͤre nichts weiter beſtimmt, als daß die, in gegebener 
Form aus u, x, Y, 2. zuſammengeſetzte Groͤße M ein 
Groͤßtes oder Kleinſtes fein fol, fo wären u, X, y,2 — 
gänzlich von einander unabhängig, und die Verhältniſſe zu eins 
ander wuͤrden erſt, und lediglich dadurch beſtimmt, daß in der 
vorgeſchriebenen Zuſammenſetzung derſelben, der Werth von 
M ſo groß oder ſo klein ſein ſoll als moglich. Man haͤtte in 
dieſem Fall nichts weiter zu thun, 705 aus den erſten theil⸗ N 
weifen Ableitungs⸗ . von M: M= 0 0,EM=o..., 
u, x ꝛc. durch gewoͤhnliche e Mittel zu entwickeln. 
2 auf dieſe Weiſe gefundenen beſtimmten Werthe von u, 
54. wurden den Werth von M fo groß oder ſo klein machen 
15 moͤglich, je nachdem es die 12 der e zulaßt, 
oder beſtimmt. ; 
Anders verhält es fi ch, wenn die Elemente u, 8% 5 2 
nicht gänzlich von einander unabhängig, ſondern eine oder 
mehrere Gleichungen gegeben fi ind, die im Voraus, für alle 
Werthe der Elemente, alſo auch fuͤr diejenigen, die dem größs 
ten oder kleinſten Werth von M zukommen, gewiſſe Verhaͤlt⸗ 
niſſe feſtſetzen; zum Beiſpiel, wenn die Aufgabe ſo lautete: 
M= k (u, x, y, 2. .) fol fo groß oder fo klein als moͤg⸗ 
lich ſein, gte aber ſollen zwiſchen WIN. ZI bie Du 
dingungs + Gleichungen 


ap A 
0 g ö 
| 688. 1 Y, 20) 0 
C e (a, x, 5, 20 0 
Sun finden. In ee Aae koͤnnen die erſten Abteitungen 


— 1 


1. 


\ 


# 


- 


denn ‚a ik, wie aus der She der Maxima 03 Mi- 
ja bekannt, weſentlich nothwendig, daß die Größen u, * 1 
5. Zur. gar 1 8 von einander abhaͤngen. * N 


. 357. D 
Es kommt alſo in einem ſolchen Fall e chelweiſen 


eee der Elemente u, x, y, 2. . Beten an, die be⸗ ; 


ſtimmte Abhängigkeit in Rechnung zu bringen, und in den 


et . * * 
* 7 1 * 


s druck = (u, x, 7, , der ein Selig, oder 


Rane ſein ſoll, nteabren. Re 


Das naͤchſte Mittel dazu wäre, daß man aus I 960% 
e Bedingungs Gleichungen (688.) A = o, B S o, 


C=ox. fo viele Größen u, x, V... als moͤglich zu ent⸗ 


wickeln, und aus dem gegebenen Ausdruck M, der ein Groͤß⸗ 


tes oder Kleinſtes ſein ſoll, durch Subſtitution der entwickel⸗ 


ten Werthe, wegzuſchaffen, ſuchte. Es iſt leicht zu ſehen, daß 


u, e e n, und die Zahl der Bedingungs „Gleichungen 
A 2 o, B g o c., m iſt, m nicht größer als n — 1. ſein 


kann, weil ſonſt alle Größen u, x... beffimmte Werthe 
erhalten und folglich gar nicht mehr unbeſtimmt oder veraͤn⸗ 


derlich ſein wuͤrden. Sind alſo m Bedingungs⸗ Gleichungen 


wenn die Zahl, der in der Größe. M befindlichen Elemente, 


— 


* 


gegeben und n Groͤßen in M befindlich, wo m höchſtens ze ' 
Bet fein kann, ſo kann man die Zahl der Elemente in M 


bis auf n — m reduciren. Die übrig bleibenden n — m 


Elemente, zwiſchen welchen nun keine Bedingungs⸗ Gleichun⸗ 


gen mehr Statt finden, ſind dann gänzlich r von einander un⸗ 
abhängig, und die Größe M mit dieſen n — m Elementen 
kann nun ganz ſo behandelt werden, als wenn gar keine Be⸗ 
dingungs⸗ Gleichungen vorhanden, oder als wenn die Elemente 
gaͤnzlich von einander unabhängig e a fo, wie im Ans 
ang von (356.) gedacht. i e 


358. 


Dieſes Mittel, die gegebenen Bedingunge » Gleichen 
A o, B o , W 1 chtigen, oder die wehen 


A 


7 


er bin 0 


rbietet, ale es k 7 


rigkeiten finden, 7 5 ee Aan e e 


f gen noͤthig fi ind „ um zwiſchen den m Bedingung Gleichun⸗ 


gen A= o, 1 — 0 ꝛc., m Elemente weggufigaffen. Ueber: 75 


155 die Ordnung der vorkommenden Gleichungen den vierten 
Grad, fo iſt die Auflöfung mit den jetzigen Kräften der Als 
gebra ſogar unmöglid. Es ift alſo eine andere Art der Aufld⸗ 


ſung zu wuͤnſchen, und in der That iſt es möglich, 5 die gege⸗ 
bene theilweiſe Abhangigkeit der Elemente, in je dem Fall, | 
die Bedingungs⸗ Gleichungen moͤgen noch ſo hoch ſteigen, in 


die Groͤße M = o wirklich einzuführen. Die Schwierigkeit 
der algebraiſchen Auflöſung hoͤherer Gleichungen kann hier, 
wenigſtens bis zur Beſtimmung der, dem groͤßten und klein⸗ 
ſten Werthe von M zukommenden Werthe der Elemente ſelbſt, 
umgangen und bis auf die unmittelbare Entwickelung dieſer 
Werthe verſchoben werden, wo ſie dann haͤufig geringer iſt. 


Der Fall iſt einer von denen, wo man einer analytiſchen 


Schwierigkeit, die fich in den Weg zu ſtellen ſcheint, auswei 
chen kann. Er iſt in dieſem Betracht merkwuͤrdig. 
Be Aber er iſt es noch mehr durch die Art des Kunſtgriffs, 


der dieſen Dienſt leiſtet. Der Kunſtgriff iſt der naͤmliche, l 


welcher in der Variations⸗Rechnung zu einem aͤhnlichen Zwecke 
angewandt wird, naͤmlich um eine vorher beſtimmte theilweiſe 


- Abhängigkeit, zwiſchen veraͤnderlichen Größen in Rechnung . 


bringen. Er beſteht darin, daß man die gegebenen Bedin⸗ 
gungs: Gleichungen A= o, B o, C = o x. jede mit einer 


unbeſtimmten willkuͤhrlichen Größe, z. B. A, te, „ ic. multl⸗ 
pliciret, und die fo veränderten Bedingungs-Gleichungen zu der 


gegebenen Größe M, welche den moͤglichſt größten oder klein⸗ 
ſten Werth erhalten fol, addirt. Da die Größen AA, 4B, 
„C c. eben ſowohl So find, als A, B, C ꝛc. ſelbſt, fo geht 


dies allemal an, denn durch Hinzuthun von Nullen wird an 


dem Werthe von M nichts geandert. Man gewinnt aber das 
e den weſentlichen Vortheil, daß nunmehr dle Groͤße 
689. in n e : 


* 80 el 155 iſt jet 54 10 "ne 


N 


. buen Oelz wii 
8 chtigt. Man bat zwar jetzt allerdings m unbeſtimmte 
Ö mehr, nämlich noch die neuen Größen a, N 
Ales. eben ſowohl nach der Natur der Aufgabe i 
0 rden müͤſſen, als u, 8; y,2 8 aber man hat auch m 

fi, eichungen mehr, aus welchen ſolches geſchehen e ER 


Mr n a lt ee 
. h 2 55 5 r . 9 e, 3 ot . .) Se 
e 0 


und m wean, &titungen A 0, B 2 O 5 die 
bine anders find, als £ — EA . 9 Die Ableuurge, Ole, 2 


chungen, die allein * 4 enthalten, fi ſind aber überdem, in 
5 Hinſicht auf dieſe Größen, allemal linear. Bie analytiſche 
Schwierigkeit iſt alſo keinesweges an ſich ſelbſt vermehrt, wohl 
a aber iſt ſie vor der Ableitungs Operation umgangen und bis 
nach derſelben verſchoben worden, wo fie ſich, weil die Re⸗ 
ne ſultate der Ableitungs⸗Operation gewoͤhnlich einfacher find 
als die Stammgroͤßen „ überdem vermindert. 
a Da die Anwendung dieſes merkwuͤrdigen analytiſchen 
N Kunſtgriffs, der auch wahrſcheinlich noch in vielen andern Faͤl⸗ 
len nützlich iſt, außer der Variations Rechnung wenig vor 
kommt, ſo iſt es vielleicht nicht unintereſſant, einige Wirkun⸗ 
gen deſſelben hier in dieſem Fall an Beiſpielen zu ſehen. Der 
Anwendung des Erleichterungs-Mittels findet man von Las 
gt ange, am oben angezeigten Orte gedacht, aber der Ge, 
genſtand iſt dort weiter grade durch keine Beiſpiele erlaͤutert, 
weil ſolches außer dem Zwecke des Verfaſſers lag. Es ſollen 
alſo hier einige Beiſpiele der iin von Lagranges 
Theorie folgen. 


e ce 


e iſt zu bemerken, daß ſich bie Hülfsgrößen a u 
. „ mit welchen man die DBedingungs + Gleihungen multi 


Mee weil ſolche, wie oben geſagt, nie anders als in der = 


* 


Ken Bi 


ws 3 2 denſelben, A = o. * — an 

en nigen Werthe zu finden, die den Werth des Ausd 
ken, x, Y, 2...) fo groß oder ſo klein machen als 

— 5 in die andere Aufgabe über? von den m n Groͤ⸗ 175 

ßen u, x, . N diejenigen Werthe zu nden, die 

den Werth des Ausdrucks / = M 1 AA, 41 e zum 

Maximo oder Minimo machen. Ei 

Da bei dieſer meer Aufgabe die m wi Größen u, 


x, y... A, K. .. ganzlich von einander unabhängig find, ſo 


laͤßt ſich dieſelbe auf die gewöhnliche Weiſe, als wenn gar 
keine Bedingungs⸗Gleichungen vorhanden waͤren, aufloͤſen, 
namiich e ah man die Werthe der m 5 n Größen F 


10 8 


Ads lan 
aus den m 8 n Steigungen 5 Mm = Kr "Mi = 


a sen o aA enn 2 1 5 
. — le 2: M- — % = M. mi 0 „ nimmt. ie 155 
Gleichungen fi mb, l be Ausdrucks 4. * * 0 * 5 
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'd 3 \ ie ER 145 
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Denn da. M- weiter keine 4 enthält, als in dem einzigen 
Gliede * A, kein 1 weiter, als in dem einzigen Gliede B 
u. . 1 ee ap BEN 
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1 — 
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Dazu von den m Gleichungen (690.) hier die eine A 2 o, 


N V. We ori a Omi . 


eben fein, ſo kommt auch nur eine Größe . 1 7 
ten n Steigungen, Go) geben folgende n . lei, 


e 
> pen 3 » 1771 14 
x 5 u EI E N 3 174 neren 


— 


thut zuſammen m Gleichungen, welche nur noch u; * V.. 6 


enthalten, und aus welchen ſi ch alſo die, n Größen u, x, Yon 
‚vouftändig beſtimmen laffen. 

Sind zwei Bedingungs » Gleihungen A o und BO 
gegeben, ſo kommen zwei Huülfsgroͤßen A und vor, und dle 
n Gleichungen (690.) geben zuerſt folgende n — 1 Gleichun⸗ 
gen, die von den beiden Balls) Größen. %, und , agen, 
. enthalten, nämlich ei 5 
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(EMR ——M— 381 5 N 
u ‚x 2 2 * * 
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a die 2 Gleichungen 2 . und B 2 0 ethut n Ski 
chungen, welche nur noch u, x, I.. enthalten, und aus wel 
chen ſich alſo die n Größen 5 „ Te wieder ue be⸗ 
ſtimmen laſſen u. ſ. w. 

Dia dieſe Elimination gar nicht bol der Zahl der Nge⸗ 
benen Elemente u, X, . N der Zahl der 
Bedingungs Gleichungen Ao, B o. . ., oder der Größen 
A, E.., abhängt, für jede beliebige Zahl derſelben aber alle⸗ 
mal moͤglich iſt / ſo iſt ſte allgemein ausführbar, und es laſſen 
ſich alſo immer, durch die Anwendung der Hulfsgröͤßen A, , 
„. „en Gleichungen, wie z. B. (691. und 692.), aufſtellen, 
welche nur noch die gegebenen n Elemente u, *. V. enthal⸗ 
ten, und folglich zur a der e Ving Mr 

9 ine e ne 
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Eeſtes Beispiel. Die Seiten eines Dreiecks von ger 
gebenem Umfange iu finden, wenn der Juhalt des Deelecs 
an Maximum iſt. 
Der gegebene Umfang fi a. Die RL, Seiten 
fen u, = * heiß en, b. iſt der Inhalt des Dreiecks bekannt⸗ 
lich Vlee FR a — 0 @ a — N 3a] N Große, 


* 


1 Ne \ 7 } 2 N e 
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Pit if bier x 1 
N 2 ae e 98 . 


5 | die eine ern Bedingungs⸗ Gleichung iſt 5 40 | 
2 * ’ 1 7 ar 
3 8 7 b‘ B RN 
A nn ı E ** u. W al 1 96 5 
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5 m 4 0 0 ey), . KR 
d 75 8 D f 2 13 55 15 ‚A N 
＋ M = — 2 (a — au) (a — 275), 1 
BE | N 5 2 RR 5 3 
M 2 ( — a en, | | 
en rg Teen iger 7. 570 
„de a s eee . Amine . abs nN 
folglich nach den Gleichungen (69 1.) en e „ agnu 
845 . 
} BET REN 0 PN 
2 — 2X) (a - % +2 (a — zu) (a — 20 2 


— 


f dal I das Dreieck muß gauge fi, wie Stan. 
* 


woraus feht a — ar = Wu en meien e een 
e N a Br En 


“DH 690. he ar | r 


IE; 
un 8 A.) Ba . Cc Ar ee 


| bb ie zu bemerken, daß in allen Falten, wo ai Ele ? 
Wei u, x, y... in dem Ausdruck M und in den Bedi 


7 
* 


si 
N 10 
x 


gungs⸗Gleichungen gleichartig, das heißt, fo vorkommen, 


daß fie verwechſelt werden koͤnnen, ohne daß die Ausdrucke 
aufhörten für die Aufgabe zu paſſen, wie es in dem vorigen 
Beiſpiel der Fall war; daß man dann nothwendig finden 97 
daß die Größen u, x, * für das Maximum oder Nint. | 
mum ‚einander gleich sid. Denn was auch die Rechnung ge⸗ 
ben mag, immer paßt der Ausdruck einer ‚Größe auch für alle 
übrige, weil die Größen verwechſelt werden koͤnnen, und fi er 
lich find alle RR einander gleich. 


4 
N 
- 0 
j 


a 1 En din e un 1 * * 
1 Bernie daß die Summe der Sinus, oder Coſinus, de 
oder der Tangenten 26. der drei Winkel 4, 6, 5 eines Dreiecks 
ein Maximum fein fol, fo wären die Grund- Ausdrücke z. B. 


ea x) 4 
M= ein 4 4. sin gh F sin und A= Le 20. N 


ut, das, Produkt der ene Linien der wen, 


M= n- anf n und Ae 
uf w. In allen dieſen Ausdruͤcken koͤnnen die ; gefuchten 
Größen verwechſelt werden. Daher muß man nothwendig fin⸗ 
den, daß die geſuchten Größen: fuͤr den Fall des Maximum 
oder Minimums, einander gleich ſin . TE 

Es iſt leicht zu ſehen, daß die 0075 Falle nicht bloß auf 
BAAR | Pu . Bw: Mitte Ben fi 35 7 


rer Yan ; 6 775 1917 127 
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Kr 8 5 Fr aus 


Zweltes Beifpiel. Mit r vier gegebenen graden einen 
den größten Kaum in der Ebene einzufchließen. 
1. 80, Die vier gegebenen graden Linien "mögen 
#,D,:c, 4 heißen; zwei gegenüberſtehende Winkel in dem ger - 
ſuchten Viereck, z. B. die von à und b, und von e, und d 
eingeſchloſſenen, ſollen u und x heißen, fo iſt der Inhalt des 
Vierecks = Fa b. sin u + ble d. sin & und zugleich if a“ | 
—+b? — 2ab gos u = c d 2d cos x alſo fi find 
bier die Grund- Ausdrücke | 

M S ab sin u L ed sin & und i 


Aa’ mens de ae =; 


d 
his . — SM Ba cos u, — M= — cd cos x. und 


e 
1 syn ein 1 A 5 1 ae f nt 


u 


— zabcd cox u sin x — zabed cos x sin u o, oder 


* 
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1 


’ 


ir 


Er N 1 1 * . DR 1 1 . 01 0 . 8 6 u 1 
1 ’ * N „ "a yo PATER 
ke | 9 N vi 
5 . * k 85 * N I 1 * 
a J r * 1 8 1 hi: ich x 
EN Te 
sin ur + en u sin, =. 0 r 
4 4 * 55 0 M. e 
olg h 1 


en ‚os 4 * Bei 


Kae 1 2 * 
N nun nach der Nati ber Nufzabe u + ih 0 1 


Je liegen muß, weil ſich für u 4x o das Viereck 10 


die eine Linie BD, für u & = 4s auf die eine Linie 40 


ae mehr als 4e aber ſelbſt alle Winkel des 
Vierecks nicht enthalten koͤnnen, ſo iſt nothwendig n = 1, 


und eg. 1 „„ 
1700 00 

wor raus folgt, daß das geſuchte Viereck Dasjenige | im m graf: . 

wie aus der Geometrie bekannt. 


5 0 5 - K 1 e 
6 2 . ars mag vie a a a 
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Drittes Beiſpiel. Fig. 31. Mit funf gegebenen 


rüden Linien den größten Raum in der Ebene einzuſchließen. 


Der Inhalt des Dreiecks ED C iſt Sed sin y, der Ins 


halt des Vierecks ABCE iſt, wie bekannt, Fab sin ü 0 


＋ be sin X* zac sin (u +2. Alſo iſt hier 
693 M= ab sin u. be ein ac ein (u . x) . ed ein y. 


Fauna iſt die Diagonale EC einmal Vd He? 2de cos 75) 
und das anderemal, wie bekannt, = es. V le’ + b 


gab cos u — 2be cos x je 2ac cos (a 57 1, 5 alſo iſt 


8 n 
1 mh Jaa cos (u . - 5 e nu, 
Sen fe i de 1 e e enn 
d N 
ü 1. ee 
. u ei I 
1 AR er d . "Air . rn et 
su ce e — M= be cos * — ac cos 9 5 . 8 
4 1 ee 
d FR 
—M= ed cos y a nn 
ze ab sin u — 2ac sin Br 95 Bi 
* Du © we; A. e 
=, N abe sin x — 2ac sin (u 79 8 en 
7 * ung gs 0 
a A de si „ 
» KR 
ER } 
4 


gat, A a. 5 b⸗ ＋e⸗ — ab cos u — abe "cos & . 


+ u [ab Er 9 (a + x] | 
| So, und 


3 — [ab cos u ac cos (u 42] de sin 7 ee cos deb ann 

„ I) = 0: uw 7 . 

= di Aus der erſten Gleichung folgt e RR 946 
05 ab2c cos u sin x— ab?c cos x sin u Ei 1 


oder 


L abe cos u sin (u ＋ + a?be cos (ut V sin u 
— aceb sin e ＋ T ac2b. cos x sin 5 + — = o. | 


699. b ein (u) —asinx-Fesinu S o. 2 
Aus der zweiten Gleichung folgt | | | 
AR m aheos u aniy--'ab cos y sin u ac 0 abe 


? 1 e e e 
oder 


700. e sin ux ＋ 5) b sin ( 4.0 = 0 


A Aus (700.) folgt o sin (u E y) cos X ＋ e cos (u ＋ y) sin & 


b sin (u 7 und hieraus o cos x * 4 c sin x cot (u 5 3 
=, alfo 


701. cot (u fü 9 * Area 
Wenn cp uf AB ſenkrecht iſt, ſo iſt A = b e cs * 


b o cos æ 


i AP We 
und CP = c sin x, alſo iſt cot (u ＋ Y) = = cot 


P 
PAC und folglich u + 2 = 2ng, wo leicht zu 
zeigen, daß n nur 1 fein kann. Alſo iſt u — PAC 2 


— y, folglich, weil u — PAC=EAC wy=EDC 


it, EAC ＋E EDC D ag. Mithin muͤſſen die vier Ecken 
A, C, D und E im Kreiſe liegen. Da das Naͤmliche fuͤr jede 
vier andere Ecken Statt finden muß, ſo folgt, daß das ge— 


4 ſuchte Fuͤnfeck im Kreiſe liegen muß, wie aus der Geometrie 
bekannt iſt. 


N 


Faſt noch leichter folgt dieſes Reſultat aus der erſten Glei— 
chung (699.) Sie giebt a sin » — c sin u = b sin x eos u 
— b cos x sin u, alſo, wenn man mit sin x sin u dividirt, 

II. e 8 N 


1. PN, ar. An A 1 se ad 3 
\ 1 — — ä | 5 = - — 1 — a a 
mu ee sau Anz 
b cos x - a 


| 0 = u „ oder 
75 sin 0 N 0 
e b cn e e Cs 
702. = — 
7 b sin u b sin x 


das heißt, wenn BR auf Ak, und as auf Be perpendie 
R co 
„ BR es woraus folgt, daß die Winkel AEP 
und ACP gleich ſein möffen, daß heißt, daß das Fünfeck ü im 
Kreiſe liegen muß. 
Aus den Gleichungen (699. und 700.), bn mit 


culär fi ſind 


der gegebenen Bedingungs-Gleichung (696.) kann man weiter | 


die Winkel des Fuͤnfecks u, X, y.. finden, 
Bekanntlich iſt das Funfeck im Kreiſe, ſchon eine . 


ſchwierige Figur. Die Rechnung fuͤhrte hier auf Gleichungen, 
die recht einfach ſind, beſonders in der Geſtalt Cox. und 702.) 


. 


und welche die Unterſuchung dieſer Figur erleichtern koͤnnen. 


| 3364. 
Viertes Beiſpiel. Mit vier graden Linien den größs 


ten Raum in der Ebene einzuſchließen, wenn die Summe der 
Lange der Linien und zwei einander gegenuͤber liegende Win⸗ 


kel des entſtehenden Vierecks gegeben find. | 
Der Inhalt des entſtehenden Vierecks iſt Zux sin 


* ıyz sin g, und außerdem iſt u = X En y + eine ges 


gebene Größe, z. B. a, Alſo fi ſind hier die Grund Ausdrücke 


ux sin E J sin 6 | 
ms, A D u x 1 
Es iſt alſo 5 . 5 


d d ini DS 
„M=xsin , - M = u sin , M == 2 sin ß 


N e 


1 
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BEE. 


— l 8 . c 1 
woraus folge Be Er * 0 3 
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Sin x ; j 0 N 3 je 
Decgleichen 2 = * — 17 75 1 | 2 3 

sin & sine ＋ sin s 

„ ein 

— 1 ii „ alſo a 13 

sin 2 A sin ß ö b 

sin æ Jr 2 0 
sin T sin 6 F758 
sin ‚sin 6 sin &« sin 4 sin Bi, 

und den Inhalt l = g a⸗ ne Fame sin a): Tra Cn n en Du ; 

oder . er 5 

sin « sin np f 

sing + sin in 8 a A f 

In dem entſtehenden Viereck muͤſſen alſo die Gelen 1 um 85 
die gegebenen Winkel, einander gleich fein, und die gegenüber 
ſtehenden Seiten muͤſſen ſich wie die Sinus der gegebenen, 

gegenüber ande Winkel verhalten. 5 a 

Wenn « — 4, 10 iſt ı u 1 2 af das Wie 


Dies giebt a S Xx ＋ 21 


5 N 


y= 3a 


707. F 


liches Quadrat 5 wie aten. 


Fuͤnftes Beiſpiel. 75 vier graden einten bei PR £ 28 

ten Raum in der Ebene einzuſchließen, wenn die Summe ve 5 8 

Lange der Linien und ein Winkel gegeben find. W 8 
a Die Grundgleichungen find die nämlichen, wie in der vor 13 

rigen Aufgabe, nur iſt ein . z. B. E, jetzt noch unbe * 
| ſtimmt. Man muß alſo noch ee er cos 4 berberſic⸗ 9 ; 
4 tigen. Die daraus e nech zu den 1 5 (704,) 
1 S 2 | 
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ing ; . Gleichung 1 a1 4 = 


9 * 0 if. Diefes geht cos = = o, 5 kt, 


2 gi 1 1 


et e e 
Der dem gegebenen D liegende unbeſtimmte Winkel 


muß alſo ein rechter ſein. Der Inhalt des Vierecke 5 4 
dieſem Falle e 


sin & ER, * 


709. M = fa® 5 N 
und die Seiten ſind | Be 
u 11 0 ö 4 sin & 
10. X ug EA. jun = Ze ER 
2 I sin y 3 1 J sin 


366. 
Fig. 32. Dieſe Aufgabe kann, wie leicht zu ſehen, auch 


fo ausgedruͤckt werden: von dem Raum CAD, der zwiſchen 
den Schenkeln eines gegebenen Winkels liegt, ein gegebenes 
Stuͤck mittelſt zweier graden Linien BC und BD fo abzus 


ſchneiden, daß der Umfang der Figur ſo klein als moͤglich iſt. 
Zu dieſem Ende alſo muß man die beiden graden Linien in 


einen rechten Winkel zuſammenſtoßen laſſen, und mit ihnen 


gleich lange Stuͤcken der Schenkel abſchneiden. 
e 


Scchſtes Beiſpiel. Fig. 33. Mit vier graden Ll⸗ 
nien den größten Raum in der Ebene einzuſchließen, wenn die 


Summe der Länge der Linien, und zwei neben einander lie⸗ | 


gende Winkel des entſtehenden Vierecks gegeben find. 


Die Bedingungs-Gleichungen, welche bei dieſer Aufgabe 


erfuͤllt werden muͤſſen, wenn der Inhalt des Vierecks ein 
Größtes fein ſoll, entſtehen daraus, daß die Seiten, von ein⸗ 
ander, vermoͤge der gegebenen Winkel « und 8, abhängen, z. 


B. daß 2 von u, x, y und den Winkeln & und 8 abhaͤngt, 
und daß die Summe der Laͤnge der Seiten beftimme; iſt. Hier 
alſo finden zwei Bedingungs⸗ Gleichungen Statt. In allen 


vorigen Beiſpielen war nur eine Bedingungs⸗ Gleichung ei 
handen. Bezeichnet man die Bedingungs- Gleichungen, wie 


7 400 105 20 cos „ 
B=u-+x +y+r2-a=o,. 


we 42605 N 


55 0 ne au- en f Ving, Ei au ue. runde) 
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71. . e e 1. 


de Grund Gleichungen fuͤr das Maximum oder ae 
ſind für den Fall zweier Bedingungs⸗ Steigungen ‚diejenigen 
| er Alſo iſt hier 4 

e ung f. n cg os) bo. 
} VVT 
15 5 EO 13 
eee) tao cue helle) 


„ AO RR ken N 


Aus der letzten dieſer Gleichungen folgt # = , „ alfo geben 


“r drei erſten in folgende über: | 
ein f eine AUT u-x COS Y cos g 
u sin Nene ce 73 wee 


1 er ange G fog. „u cos g- E cosle 
„ 1 . 8 = Erf > i 
u Bf brei lden kommen die beiden A = o und 


wenn der gegeb we Umfang a heißt. Aus en era 


U 


5 Re 
E 


EN, . ＋ u 
f ar 
Bi — in 6716.) giebt e ER N, 7 
£ kein L y sin F si NEN | 
N ST (a- ul +eose) ya TIEREN } 


8 ens ven- LB HA (0 Tees Cees Te 
ws = 0, 5 


und wenn man hieraus wegfehafft / 
(sina ＋ sin g) (a - y (1 — cos (2 + S)) u a + cos 0 | 
A (u sin - sin («-+£))a—x(I+ cos 4 —y(I T eos g 
 @sin & 17 sin g) (a - u ＋ cos g) — X (i — cos ( ＋ 60%) 
— - (u sin g x sin (4 g)) (a—x (T-+ cos a) — y( ＋cos 0) % 
und wenn man multipflicirt und wegläßt was ſich aufhebt: REN 
EN ax sin 4 4 ay (sin + sin (2 ＋ 6) tuly—a)sins 
W — y (sin g — sin ( — 6) 8 
A nn (sin & 4 sin g ＋ sin («+%)) = o und 
ay sin g +2 ax (sin ＋ sin ( + A) +ul®— a) in P 
— x (sin 4 — sin (6 — «))] 
| so y) Einen ain (4 ＋ g)) = o. 
Aus der Bedingungs⸗ Gleichung A = o folgt Re 
u? 4x? ＋ y? — 2ux cos * Auy cos g TN cos G Len. \ 
11 aus der Bedingungs ; Gleichung B = 8... 
| ur vom, 
allo iſt 5 
u? NV Aux cos auy cos g 1 ( = 
tu: TNT — 2au— 2ax — 2ay+2zux+2uy+2xy oder 
a? — au 2ax— aa ＋ 2ux (1 ＋ cos 4) + 2uy (1 ＋ cos 6) 5 
+2%y ( Heos(e +2) = 0 


a? — 2axX— aay su axy(r ＋ cos ( ＋ 22 
2a — 2x (1 cos &) 2 2 (1 + cosA) * 


e 


und daraus 


718. u 


en x x 
re a er 


ä u und 2. ae on re Die en We wo 
c und y entwickelt werden muſſen, ſind, wie tie au (om, 
vom dritten Sm . 


Dia Aufgabe giebt Gelegen i 
2 . Erſt lich namlich könnte es (heine, Ba die 15 

Bedingungss Gleichung A o nicht nöthig ſei, weil bloß der | 
Umfang. der Figur gegeben iſt, welchen die zweite Vedingungs⸗ 
Gleichung ausdruͤckt, die beiden gegebenen Winkel aber in dem 
Ausdruck des Inhalts M ſchon vorkommen. Allein fo. iſt es 
nicht. Verfuͤhre man danach, fo. wären die Srunpgleigungen 
| zur Beſtimmung von u, = 9 2, 


d d cl 
a . 4 56% 8 


d 
1 A er B == O/ 
5 1 5 es 55 
„ As —=o ar 5 9. 
5 7 | . 7 2 25 * 5 ’ 
welches giebt V 1 
V u sin 2 — y sin . 


n sin a — N sin (@ +) EA o, o ＋ AN 


Ei sin & 
alfo 2 1 und aus der erſten e Year FR 
sin « 8 
folglich aus der zeiten „ usina= — 1 25 und aus 
sin Er 
7 \r Sin ( 
ber dritten, x sin > 5 6) A — 8 8 2 woraus folgt 
i i 
* o, alſo auch u = o, 7 = O, : o, was ein öfen 


bar unrichtiges Reſultat iſt. Die Urſach hiervon liegt darin, 
daß wirklich durch die gegebenen Winkel eine Abhängigkeit der 
Seiten ſelbſt von einander entſteht, die nicht uͤberſehen wer⸗ 
den darf, die aber wirklich Aberfehen werden würde, wenn 
man die erſte Bedingungs⸗ Gleichung A= 0 meglaffen wollte. 
. Und zwar muß man grade u = X = y=z=oun nichts 


Sn € 


u Der in: ift mate me Rn mer vo 


ſetzungen⸗ nie an der Rechnung. 


Dieſer Fall zeigt auch Beiſpielsweiſe, was bei dem Aus- 1 


druck der Bedingungen für die Größen einer Aufgabe, welche 
ſich auf ein Maximum oder Minimum bezieht, zu beobachs 


' ten iſt. Man muß Acht haben, daß die Bedingungs⸗ Glei⸗ 
dungen ſämmtliche Größen enthalten, zwiſchen welchen eine 
vollkommene oder theilweiſe Abhaͤngigkeit Statt findet. Des, | 
halb mußten in dem gegenwärtigen Falle nothwendig alle ſechs 


Größen u, x, Y, 2, & und ß in den Bedingungs⸗Gleichun⸗ 


gen Wie denn alle dieſe Groͤßen ſind, vermoͤge der 
gegebenen Bedingungen, thellweiſe von einander abhängig, das 
heißt, die Veränderung jeder unter 1 wirket auf die 


uͤbrigen. 


II. Zweitens konnte man glauben, daß es hier beſſer 
geweſen wäre, die beiden Bedingungs⸗ Gleichungen A 
und B = “ ſogleich in eine zuſammen zu ziehen, weil es hier 
grade leicht iſt, die Groͤße 2 aus der einen oder der andern 


Gleichung in u, x und y auszudräden und zu ſubſtituiren. 
Denn die ganze Methode nuͤtzt nur, um die Aufloͤſung von 
Gleichungen zu vermeiden, die ohne ſie nothwendig iſt, um 
die, durch die Bedingungs-Gleichungen gegebenen Werthe ei⸗ 


ner oder mehrerer von den veraͤnderlichen Groͤßen, in die 
| übeigen auszudruͤcken, und felbige in den Ausdruck des Maxi- 
mums oder Minimums ſelbſt, zu ſubſtituiren. Waͤre es z. B. 


nachdem der Werth von 2 aus B S o in A So ſubſtituirt 


1 worden, noch leicht, den Werth einer der uͤbrigen e 8 


chen Größen u, x oder Y aus der Gleichung A o zu neh⸗ 


men, und in M zu ſubſtituiren, fo wäre felbft weiter gar keine 
Rüͤckſicht auf die Bedingungs-Gleichungen noͤthig. Die in M 


N 


ö 


chen zu ſehen, wie genau und beſtimmt die Rechnung, ſelbſt 

Fehler der Vorausſetzung anzeigt. Der Calcul fehlt nie, und 
wenn widerſprechende oder dunkele Reſultate zum Vorſchein 
kommen, ſo liegt die Schuld gewiß allemal an den Voraus, a 


übrig bleibenden Größen wären nach der Subſtitution völlig 3 


F Größen, und e g „ 
Bedingungs⸗ Gleichungen, beſtimmt werden könnten. Allet 

die Elimination vor der Anwendung erleichtert ſelbſt bei 5 

eeinfachſten Form der Bedingungs⸗ Gleichungen, wie hier, d 

Rechnung grade nicht, wie durch einen Verſuch an dem gegen; 
waͤrtigen Fall leicht zu ſehen iſt. Die 1 der Mau 
thode iſt faft überall nuͤtlich. Kan 1 


9 369. n 4 0 
es Beiſpiel. Mit drei graden ade von 
gegebener Summe das größte Dreieck Aae wenn ein 
ae deſſelben gegeben iſt. 8 f 
Diieſe Aufgabe iſt in der vorigen enthalten, wenn man j 
u = o, und einen der gegebenen Winkel « und 6 „ , 
= er ſetzt; denn dann geht das Viereck in ein Dreieck über; 
Dieſe Werthe von u und 6 z. B. in (717.) geſetzt ne 
| ax sin & — ay sine — o, Ä \ 
| woraus folgt f ene 3 5 10 
8 y. a f 
Man muß alſo gleich lange Stuͤcke der Schenkel i des ge⸗ 
gebenen Winkels abſchneiden, um mit einem gegebenen Um⸗ 
fange den groͤßten Raum zu erhalten, wie bekannt. 


A e 370. eee 125 75 
Achtes Beiſpiel. Mit vier graden Linien den groͤß⸗ 
ten Raum einzuſchließen, wenn eine der vier Linien und die 
Summe der drei uͤbrigen, ſo wie die, der gegebenen Linie ges 
genuͤber liegenden beiden Winkel des entſtehenden Vierecke 
gegeben ſind. AR. | 
Di.ieſe Aufgabe iſt ebenfalls in der ſechſten 6. 367.) ent 
Balken, wenn man ſtatt 2 eine beſtimmte Größe b feßt. 
Dieſes ändert an den Gleichungen (715.) nichts weiter, 

als daß, wie leicht zu ſehen, die vierte Gleichung wegfaͤllt. 
Es iſt alfo jetzt, wenn man zwiſchen den übrig bietet drei 

55 1 foglei ich IR 


4 — 
. 


o wen g +x(sine+sin 2 1 


ee =. 


{ | ee eee . 
r man hieraus noch * weg, ſo e man * | 9 
1 8 Reduction 0 fa 
N oe . a Ye) in e + ing ante?) 0 


Es iſt sin “+ sin 8 + sin ( ＋ g) = sin a 0 ＋. cos g) 
I ain g (I ＋ cos ) = 2 sin & cos 2 62 a: cos ⁊ 4 
38 Gab 0 cos ia cos 23 ＋ 4 sin 26 cos 2 cos 2% 

10 = 4 cos E cos 25 (sin z cos 38 ＋ cos 2 4 sin 28) ER 
2 cos a sin! ( ＋ e) und - 


sin a — ein g-. sin (a f A — ein N 


e cos 4 eos 74 cos 8 sin * ) alſo iſt in (721.) 
- ein Cf E). ein 2e 

oder, da sin 2 ( EG — sin 2 2 ( — f) 2 co e 
721. G (u =. sin 2 ( + g) — A cos « sin 3 26 o. 


5 Setzt man in dieſe Gleichung den Werth von u aus u 5 5 x 
＋ 7 S e, namlich u=c-x-— y,fo erhält man | 


5 Ge er Bey aan Se e 


woraus mal x och kann. 


Von der andern Seite findet man 060 eine Gleichung 
zwiſchen x und y, wenn man den Werth von u = c— X 


M n die Gleichung AZ 0 (711.) die hier u? N ＋ y? 


— aux cos & — 2uy cos ß xy cos ( + A) = b? iſt, 
ſetzt. Subſtituirt man nun darin den aus (723.) genommes 


nen Werth von x, ſo erhaͤlt man eine Gleichung mit 5 allein, 


woraus ſolches 50 werden kann. Die Gleichung * vom 
vierten Grape 


17 371. 
Neuntes Beiſpiel. 


I. Mit einer gegebenen e den eech Solide | 
zu umſchlleßen. a % N 


I 
* 


= 
Bi 


r 3, 


IE wie 


4 „„ a e WA 


5 4 ig: 
40 dil giebt = 0 Mm = 1 1 E f i 
3 5 FR e 1 
an if in Con) . 1 ee 
aux. u u⸗ 148 * 95 — o, woraus folgt 
au’x = == ou’ — ux — 8 0, oder 5 . f 2 75 
an au * o, als 5 N . 


ah 724. Xx = 2 u, 
das heißt: die Höhe des Cylinders muß dem Durguefe fr 
ner Grundflaͤche gleich ſein, wie bekannt. 
II. Wenn dem Cylinder ein Boden fehlt, alſo derſelbe 
die Geſtalt eines oben offenen Gefaͤßes bat, ſo iſt 


R 
11 VVV 
„„ 


d Weis 
2 ＋ 2 — A D au, alſo i in 6010 


Ä aux. zu — u° ah ＋ 25 2 o, oder | 
0 2x — — . Gr woraus folgt 


ö 726. X . u, 5 

das heißt: die Hohe des Slinders er feinem Gelee 

Er gleich ſein. 23 79 19 

r 372. | 
07 Bebhntes Beifpiel. 


L Mit einer BR. Oberflache di größten Kegel zu 
umſchließen. 


KR 
KUNA - 7 } 91 


* 


ER Der Waben der Srunpfäce des Kegels ſei 57 die 


Vor 4 * — ne 


$ IDEEN “ 4 
u git * 1 au, © 5 FB u? d 5 
99 5 80 en nd Me — 


1 . 
. 0 + N vers. 
sn 2. L F 1 


a EN 0 . bee 7 / er. ' 1 5 N: 55 N u 
2 5 a Vu N w 5 * aa Re) 32 N f * 
1 93 5 y 8 en Aa t 5 . ij ** 
i n BI i ii 57 15 e . 
Me, et Rn V 5 On 
EN a N Ei 85 X WIN 4 Vu * X ) { 11 rat 1 4 . x * 


Mk 5 a 19 in ‚(691.) a ae Kr | Bir - 
2 ux e ee a + kee N ur 


Team ; 


Bee RR 


N > 8 f yes Rz au⸗ Rah n = u Au⸗ Var +0) oder 4 
f.ff.f.fß ĩ ,. / 
1 RP: Be Kr. F 


* — Zu’x? 4 Au: = Aus +8, 1965 5 
e- und a. = Gu, aſſ s 
ua sem Va- on v», a 9 
Ks heißt: die Höhe‘ des Kegels muß en. fein; dem Dur har 
1 meſſer mit 1/2 multipliclek. . | KR 
I Eee 
| ve + u) = Su, 8 
äaalſo muß die ſchraͤge Seite des Kegels d dem n anberpasfahen Rn 
a eu gleich ſein. 8 5 9 
Wenn dem ‚Regel der Boden ‚fett 0 5 DR 


6 


nr — u%x W 
2 2 ) a SR 117 Bu SFR NW 
RR 142 . „ 0 
5 5 t | 1 N ö I 


11 


e ee 
e u ken ge ver) Fe ER 
8 aß K in 60% 45 er 08 8 


RN - . 


nz die abe de 
3 beolbede Quadıats en. ö 2 5 
1 a: Be 373. hin uhr | 24 4 5 A i 5 | 
Eulftes Beiſpiel. e RA 
1. Mit einer gegebenen Oberflache den größten abgekürz⸗ 
ten Kegel, oder umgekehrt, einen gegebenen koͤrperlichen Raum = 0 
mit der kleinſten Flaͤche eines abgefürzten Kegels zu umſchlie⸗ 
ßen, wenn vorausgeſetzt wird, daß der obere Durchmeſſen 
mal den untern enthaͤlt. 14 
Der untere Halbmeſſer ſei u, ſo ik der obere 0 Die | 
Höhe ſei x, fo iſt der Inhalt des Kegels = Fx (u: . mu? 
2 9 = Fr xu (I ＋ m ＋ ms.). Die Oberflaͤche iſt 
ne I. maden I Bm L acu) Im — ) I. x=) 
= ru’, (tr - me) ＋ Au m) 1 en Es 
; Alſo iſt hier i „ 
731. 14 1 Tosa, Haben 1 
A ux — a e e 2 


dufte ge, AM Men 15 VVV 1 


a u a0 IL enten 
. 1 1 u: (m —n)? om + 1) 

Be. 15 Ve (m — 1)? +x°) 

' ux (m1) f 

n "Ve (m — 1 N 


FR 


N 


7 d . 

A= aux, — A u ö 8 
1 u x ; j 1 
alſo iſt in (691. ) | | | 
zu? (1 + m? )V (u? (m- . 1). ee (1 e * 
5 ＋ * ＋u⸗ (m — 1)? (m 1)— zu? x? (m + 1) o/ oder ö 
Er zu > EU RR - = nm Mm) 


4 
Bar * 
ö 1 


2 


N * 


— * 


Ge + m) tm) mt 


* - — 4xu? ((m? —y⸗ + (m? + 1)?) ia 


(m— 1)? +4u* (m — „ 0 r x i 1 f 5 


ce a- D- e f 
Hr = xt 1 m m)? — $x2u? (m- * * 5 16u·m⸗ (m- 2. . — 6. 7 
10 Ar N | RN 
ABER | EN: 


in: — 50 W ee] 
Mi (mn ＋ D) | ee re ne 7 *˙ 
ober 105 zu" „ei 


32. f T )en. Hrn 
welches das Berhälenis der Höhe zum untern Durcmefle 


a = 9 0 e 
8 Fuͤr m = o ift der IE nicht . bun vl 
Setzt man m = 0 in 7270, fo erhält man 8 7 
897 x2 n H , 


wie in (726.). 


K 
Ben 


I, Wenn dem a e Kegel der obere Boden fehlt, 1 


„ alſo derſelbe die Form eines oben offenen kegelfoͤrmigen Ge 
flaͤßes hat, für welches das eee der DERART au 
ben iſt ſo iſt 5 
uu. Hu d- Hu- e 
733. 1 13 


ux — 4 0, 


r 
| ss lm) arm u E 


d Mi N ux . Em) m) | ' | 8 
? 2 2 2 1 f i 1 5 N 1 8 
x Ius (m (m 105 1) ＋ * N „„ „ 
u ; 2 ni = A mn: | re 1 
5 1 X ER bi un 1% 1 
g | | RER 
8 AR 8 N 25 
NER, ’ N KR 3 


u? (m- 1) un: 0 . 
Fach (m- e 5 


m “= Sure | 
i A er Te 

| Ge als 85 374. e um Ss e 14 
\ Air Bei ſpiel. Fig. 34. Mit einer gegebenen 
Oberflaͤche den groͤßten koͤrperlichen Raum zu umſchließen, der | 
die Geſtalt eines Schiffs ohne Kiel, oder eines Faͤhrnachens, 
alſo die Geſtalt eines oben offenen Parallelepipedums hat, an 
deſſen Seiten ſich zwei, ebenfalls oben offene Pyramiden ans 
ſchließen, nach Figur 347 und vn. wenn e ade 
daß AB m. BD. | 
Die Flaͤche dieſes Körpers iſt ux an 2 (u T mu) y m 
2x YA + m), der Inhalt (u + za = ig 725 . 


5 (u ＋ mu) xy | 
a en eee | 


8 
Er * 


Daraus folgt | 1 
d . d. 
1 * ＋ 0 ee ux 


d 
5 uke Hug 


8 


d 
. A = au (I ＋a m) XI + my, mithin in on) 


(Lm) Y (u- LACIE m =- m) 0 GE. C * +m))=o 
"ee +m)+ 2X (1 +m?)) —(ı+ m)px (x ET 
(1 ＋ m) = o, oder 
xu “ * 170 . . xu ＋ auy (1 ＋ m), woraus ftge 
. xsVYü+m)=y(t+ m) | 


. en +m)+eyYua-+ me) = —= ux + 2uy (1 . 15 aß 


737 u, } 
welches die Verhaͤltniſſe der Großen u, x, 7 unter einander 
Le 5 N . | Was ® 


dna n . ett W 


. Dreizehntes Beifpiel, Die Geſtalt eines 8 uſes zu 
EN e, welches, einen gegebenen Raum faſſend, fo wenig zu 3 

bauen koſten ſoll als moglich, wenn angenommen wird, daß * 

8 die Grundflaͤche ein Parallelogramm iſt, die Hoͤhe des Daches AR 
ſich nach der Tiefe rich, und das Dach Giebel hat, alſo 


Die Laͤnge des Hauſes ſel n u, die Breite * die Site Bar f 
5 Hoͤhe des Daches ky. Die Flaͤche der Boden, Decken 4 
und des Daches verhält ſich wie ux, denn auch das Dach 
1 verhält; ſich wie die Grundfläche. Die Flache deſſelben name 
lich iſt ax I/ (K*. + kr) = ur Lr . 4e). Die Fläche 
der Wände verhält ſich wie (u ＋E Dy, die Flache der Giebel 
wie xs; alfo laſſen ſich die Koften. der Waͤnde durch P (u+9)y, 
die Koſten der Boden, Decken und des Daches durch qux, 28 5 
und die Koſten der Giebel durch rx ausdruͤcken. Der um» 4 
ſchloſſene Raum laͤßt fih, wenn noch darauf Ruͤckſt cht genom⸗ | 
men wird, daß vielleicht der untere Raum nutzbarer iſt als der 
obere, durch 155. —+ mux? ausdrucken, mithin iſt hier, weil 
auch noch p == 1 geſetzt werden kann e 
789 = ( . Y ＋ qux A 2x2 und d 
7 A = uxy ＋ mx’ — a . 9 | 
Dieſes giebt ö 


d . a WR 
N N 1 
* a a 
—A= y4 mx?, — A uy T 2mux, 4 Az RR: K * 
1 e 
5 y+ * + Ao 4 

| y+ qu + 2X ＋ a (uy = amm) = 8 m 2 

1 t+mm=o 1 0 


Schafft man zwiſchen der erſten und dritten, und ie * 


I. en 


7 u ( ＋ (r ese! e oder 
vu. dur — uy — mux — 9 mx? 2 0 und ai 17 | 
| 4 5 + gu Lene eren ener e, oder 
qu mu — y mx = o und un 'y2 


2x? (T — m) — ux (am — q) uy o. 
ei 8 „or 5 


t 


| 1 a 


Aus der erſten dieſer Gleichungen folgt ) 
| „„ er 2 Ye 
Aus der Gleichung A = O 90) bust * EN 
we = -- 1 „ alſo iſt e 5 
10 8 5 a muk — (q ei urx- =: mux⸗ ‚ oder 15 ’ 
aa 741. a = (g — m) u?x. 
Aus der zweiten Gleichung (740.) folgt uy — 2x2 ( 5 
ux m — q), und aus der 8 A 0. (739.), 


a? — mux? 1 2 f ’ 8 


d alſo ik k F. Le 


2* (r — m) — ux? (em — = a — ue, oder | 


| 742. 2 — x2 (g — mj) u air ai ar — m) x). 


RR a? 
Setzt man hierin n aus T. bo er alt 
Hi men 9 = 0 aus 75 . Pe 
man 5 5 ai 4 3 
n 8 
a D auegenmeg: 2 — mju 3 


u (g m) S a e Be * — Don un) 


SE a? 2a“ (r m) 
. Tu — — S0, und Hieraus 
55 w a’ e 10 0 Be 585 
4 vu pr E ( 0 er 
am) I 7 — h 4 — . 


> 545 SL. Ve. 2515 


3 15 Man bebe der Kürze wegen 


II. RR T 


2 ER, u — — 1 
e e wee 
6 0 ; 


um ex cat also it 


1 W 


a 


au - gu 
1 er nus und A fig * . und ** — 972 


(fo, 3 a et 1 0 ee 
Alſo 1111000000 47 ö N a 
235 2 3 ; 1 8 l N = 
Aa R — ii ” 
Er eu, m) 8 


. ae ee ne tler, we 


* oma 3, n 
(my, a 0 U 0 N Le. oder 


N 


rain Va) ee a 
— m) 2 
1 er 2m. 
8 7 ma 2) 


We 


Die Gleichungen (743. 745. und 746.) geben die Werthe 5 


von u, x und J, alſo die Länge, Breite und Höhe des Hau⸗ 
0 ig mit e Raum, fuͤr die geringſten Koſten. ee 


376. „ 


Ki; Bierzehntes Beiſpiel. Von einer mit drei Ebenen 
umſchloſſenen koͤrperlichen Ecke, mite elſt einer vierten Ebene, 
einen gegebenen Raum ſo abzuſchneiden, daß die Oberflaͤche 
der entſtehenden Pyramide ſo klein ſei als möglich. 

Die Entfernungen von der Spitze, in welcher die drei 

Kanten der Pyramide von der geſuchten vierten Ebene geſchnit — 

ten werden, ſollen u, x 1 heißen, die Winkel, welche dieſe 

Kanten einſchließen, der sieh in . 267 1 75 ſo . der In⸗ 


halt der Pyramide e 78 a 


N 


15 
7 


Be 
7 


j we 
1 > 


= ö Die vierte Fläche ik ein in Dreieck von deffen Seiten die EM 
ar urn 
d. Der Inhalt dieſe Drencke lab 10 7 wie bekannt, A 


durch y 
zV[4w: ix — Aux cos 5 (* ＋ y? e cos sd 1 


y us 2 u cos y 


5 e, ee ey] 


1. 


. 
} 


. 


>: 2] [u?x? sin a? +x°y° sin 8? — u? y? sin 72 
— 2u?xy (cos ß — cos & eos) — 2x?yu = „cos g cos FR 


ausdrüden. Alfo find hier die Grund: Gleichungen 


1, 


1 ae 


oder durch 


le = — aun cose) Gef y. = e060 


5 e e e — „ 15% 
oder 8 ai 
: Vlus® - u- * — au axy cos g I Ivy . cos ß 
Eaux cos 4 — 2ux? y cos 4 ＋ A uy cos cos 5 


* — u?x? cos — x?y? cos 82 — u 7 So 


HE 


+ 2ux? cos & ＋ 2yx° cosß— 2uyx? cosy | 5 


— Ax yu cos & cos g ＋ auzxy cos & cos 
＋ yeux cos & cos 7], oder durch 


— Au (cos % — cos g cos ) 


x 


M = ux sin 4 E xy sing ＋ yu sin - 5 
tV lu’x? sin 4 + x sin 62 + u? 7 ein g. 
747. — zu? 7 (cos 3 — cos & cosy) — Ax Yu (cosy 
| — cos B cos 4 — 2 ux (cos # — cos ß cos 70.0 
„ | und A = u — 8. f 
Man bezeichne, der Kuͤrze wegen, die Wurzel; Größe M 
T eh P/ ſo iſt 
ux? sin? -Luy? siny? — 2uxy (cos g- cos con-) 


1 4 dee yer (eos e- eo cs) 


u 1 


f ̃ 


N 18 
alter 


nen een. J * en (cosy - cos g c 5 5 


10 1 Era u?x (eos p- Pe 805 


xD 25 ur 


* * 


179055 ar (a Me a re . 


l. , 
„ man die Zahler der re | in — 8 v M, Ra”, 


7 N 1947 0 
MD „ AR \ g I ur 
18 7 M nf dur k, m, n, 6 ache man „ 
197 . 8 

. 3 205 f — ; n 5 

. * sin & 3 85 ein y +5 = & ie 8 a 2 55 % 5 
un sin @ ja 5 0 5 + auy ae - . 
ine} u kin v +, e aka, e < 

+ t 8 000 

und üs e er ehe eee 
je W Ki 5 — 8 5 

| inet yinday wine f chf) +“ he „ 
1 ey at 
Kine Nene re * 
Fe Bi ku m F 
h ya sin „ — x sin ® 0 = 0 
} „ F e 
; „ ku 7, „ 
u x (as sin % y sin 6). r 5 W 
g 2 1 N pi 


Dieſe beide Gleichungen mit A u — a’ =o 7470 | 

ne zur Beſtimmung der drei Groͤßen u, x, v. 1 1 ö 
Man findet, wenn, man die Werthe von k, m, n und 4 

* We und die ne ausführt, bie drei Siku N 1 


Baker. ⁵ð f 


% 


„ax2u® benz LEH sin elenden f- 5 5 
| — sin a ein g sin sat = N — 2 sin zin 
N 1 sin 2 8 ( 8 ＋ 0 "A 
—_—y?: dae „x sin ) sin 4 (6 HEY 4 
* aur (u sin 5.x sin g) sin (7 & sin 5 (6+y-4)=o 
II. yu Je T u') sin ( ＋E % v) sin g ( 
TR‘ em 5 (6 P 73 0 
1 Au: [sin LE ) ein -L) ain 625 0 
| | zsinysinesinz 2 ( 8 ＋ 7) — 2 sin sin g 
. „ Sin ( f- n 
I e * (y sin g — uin ) sin 4 (, - 
au (y sin E- usin a) sin (a · &) sin (EG- % 
II. Y GV) sin ( . — 27 1 le = zug 
sin 2 ( ＋Y -) 
ey ben fle He Hen 40 ee 
. — k sin E sin 2 sin 5 (6E Y S sin & sin 
en] 


— u? (xsin« — sin 0 sin 2 (8 Y-, Br \ 


* 


1 


— 2uxy (sin a- ysiny) sin (a —7 sin (-g. CY) o. 

wovon zwei nothwendig die dritte enthalten muͤſſen. Aus zwei 

N von dieſen Gleichungen alſo, und der dritten A = uxy - 
= o (747.) müßten u, x und y gefunden werden. Es ſcheint, 

daß die Auflöfung Bee Gleichungen nöthig if, um x, * | 
und 2 zu entwickeln. 


15 | 15 nn 
Wollte man bloß die drei Seiten Flaͤchen der Pyramide, 
= ohne die Grundflaͤche, in Rechnung bringen, ſo wären k, m 
und n in (748.) geich Null. Alſo wären daſelbſt u sin y 


“ „ 2 2 5 2 sin 7 
e x sin 8 und u sin «„ = „ sin 83, folglich x = u 


sin ß' 
4 


eden 
itten 
erden mäfen en, 
w wie 60 


FA. 


} 
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von Punkten. 


Einige Bemerkungen über die Punkte der mitten 
und Heinften men se gu 19.50 
3 ; E E de 379. ie. N Abe LIE 5 ung Er 


12 5 — 3 8 2 7 8 = 
5 8 1 . * t 5 


1 5 - FT 


Mn nennt bekanntlich diejenige grade Linie, wich Br Ei 


genſchaft hat, daß die Summen der Perpendikel, welche fü ich 
aus beliebigen Punkten in der Ebene, z. B. aus den Ecken 
eines beliebigen Vielecks, auf ſi fie fällen laffen, zu beiden Sei⸗ 4 
ten der Linie gleich groß find, oder daß ihre algebraiſche 
Summe gleich Null iſt, Are der mittlern Entfernung . 
‚für die Ecken des Vielecks. Für beliebige Punkte im Raum ig 
heißt diejenige Ebene, welche die Eigenſchaft hat / daß die als 


gebraiſche Summe der Perpendikel aus den verſchiedenen Punk⸗ 


ten auf die Ebene, gleich Null iſt, Ebene der mittlernn 
eee Der Ort, in welchem ſich zwei Axen oder 
drei Ebenen der mittlern Entfernung ſchneiden, heißt Punkt 

der mittlern Entfernung. Man findet über diefen Punkt 
der mittlern Entfernung unter andern intereſſante Unterſuchun⸗ 3 
gen bei Carnot, in der géometrie de position und von Gru - 
fon in den Memoiren der Berliner Academie. Der Punkt 
iſt kein anderer, als der Schwerpunkt des Ace Spftemg 4 


Man kann Punkt der etelnſten Entfernung den⸗ 3 
jenigen Punkt nennen, der die Eigenſchaft hat, daß die en 
Summe feiner Entfernungen von beliebigen Punkten in den 
Ebene oder im e kleiner iſt als die Summe Be Ent⸗ 


* 


31 


Man finder über diefen Punkt, f. 
wlilkkührlicher Punkte, eine ene Unterfut W 00 


2 Die Eigenſchaften der Punkte 5 mittkerg und ab kleinsten | 


Entfernung, allgemein, für beliebige Punkte, haͤngen auf eine 


merkwuͤrdige Art mit einander Mfemmen, worüber ich einige 
kungen mittheilen will. | 


N ‚Gi 

1 F˙ÜÜ²];. Ve 
Es wird gut ſein, Einiges über den Punkt der mittlern 
5 5 vorauszuſchicken. 60800 


Fig. 33. Zuerſt iſt zu bemerken, daß alle Axen der mitt⸗ 
lern Entfernung ſich in einem und demſelben Punkte ſchneiden. 
Denn man bezeichne die Entfernungen des Punkts der mitt- 
lern Entfernung M, von gegebenen Punkten in der Ebene 
A, B, C, D, E, mit eben dieſen Buchſtaben, und die Win el, 
1 die Linien aus A, B, C..: nach M mit irgend einer, 


durch den Punkt der mittlern Entfernung gehenden Axe KL 
machen, durch a, 8, 7, d „ fo muß, vermöge der Eigenschaft 


des Punkts der mittlern Entfernung, AA u BB‘ + cc 158 
= 0, das heißt Ki 
750. A ein 2 . B ain 6 + C en 2 . 0 9 28520 


ſein. Da aber die eine Axe den Punkt der mittlern Entfer 18 


nung noch nicht beſtimmt, der vielmehr der Durchſchnitt zweier 
Axen iſt, ſo nehme man eine ſolche zweite Axe PN ſenkrecht 


auf die erſte an. Fuͤr dieſe muß die Summe der Perpendikel N 
AA BBY, CC”... ebenfalls Null fein; alſo iſt auch 


751. R cos „ ＋ B cos 6 ＋ C cos 1 π e. 


Nun nehme man zwei beliebige andere, auf einander fen 
rechte, Axen an, die ſich im Punkte der mittlern Entfernung | 
ſchneiden, z. B. K/ L/ und P- N‘, und nenne den Winkel, 
welchen dieſe Axen mit den vorigen machen, @, fo iſt die Summe f 
der Perpendikel auf dieſe Axen, wie leicht zu ſehen, 


1 Rai A sin (a — g) f- B sin ( — 0 ＋ sin 6 e. und . 
cose a) Buoa0d a0) +. 7 % 


752. 


u ni A (co: 


1 18 * ö 4 65 * N N 7 5 
i, RE 927 * 51 u 

Bd Weg 1 1 74 
oder u: n 1 > 


2 sin a cos P cos 


ces sin « 4 sin 00 1 a 6 cos 0 45 sin 8 sin ch. 


a eee e, e 

— (A cos 4 ＋ B cos g + C cos . ..) sin und 

er cos * B cos ß. ＋ C cos 7. ) co ꝓ 
＋ (A sin 2 ＋ B ein 6 . C sin 7 .) sin @ f 
Die Coefficienten zu cos @ und sin 9 find aber gleich Null, . 
(230. 751.) alfo iſt die Summe der Perpendikel auch auf alle 
andere, durch den Punkt der mittlern Entfernung gehende 
Axen, gleich Null. Und zwar kommt dieſe Eigenſchaft nur 


1 allein den graden Linien zu, die durch den Punkt der mittlern 


— 


u 


Entfernung gehen, weil jede andere grade Linie, mit irgend 


einer der erſtern parallel ſein muͤßte, dann aber nie die Summe 


der Perpendikel auf die Parallelen gleich Null ſein koͤnnte, 
vielmehr um die nfache Entfernung der beiden Parallelen 
von einander auf der einen Seite groͤßer ſein wuͤrde, als auf 
der andern. Mithin ſchneiden ſich alle Axen der mittlern Cuts 
fienung in einem und demſelben Punkt. 


x 


381. 5 


Eine ganz gleiche Eigenſchaft findet fuͤr beliebige Punkte 
im Raume Statt. Alle Ebenen der mittlern Entfernung ſchnei⸗ 
den ſich in einem und demſelben Punkte. Dieſer Satz laͤßt fi ſich 
unmittelbar aus dem vorigen Satze fuͤr Punkte in der Ebene 
beweiſen. Man lege naͤmlich willkuͤhrlich drei Ebenen auf eins 
ander ſenkrecht, fo iſt ihr Durchſchnitts-Punkt der Punkt der 
mittlern Entfernung fuͤr beliebige Punkte im Raume, wenn 
jede der algebraiſchen Summen der Entfernungen dieſer Punkte 
von den drei Ebenen, Null iſt. > 

Nun behalte man zuerſt die eine der drei Ebenen, z. B. 
die der xy umberändert bei, lege aber ſenkrecht auf dieſelbe 
zwei andere, unter ſich ſenkrechte Ebenen der xz und yz, ſo 
Matzen auch fuͤr diefe helden neuen Ebenen, die Summen der 


— 


* 


e der 1 Pu ute i | 
Null. Denn dieſe Entfernungen fini 


blieben, alſo iſt, nach wie vor, fuͤr alle drei Ebenen die Summe 


find. diejenigen der pee onen 
der Punkte auf die Ebene der xy, von den Durchſchni itten 2 
Ebenen der xz und yz mit der Ebene der x. . 
die Summe dieſer Entfernungen von zwei auf einander ſenk⸗ * 
rechten Axen in der Ebene die naͤmliche bleibt, wie auch die 
Aren liegen mögen, wenn ſte nur durch den Punkt der mittlern 1 
Entfernung gehen, was hier der Fall iſt, folgt aus dem vorl⸗ 
gen Paragraph. Die dritte Ebene aber iſt unveraͤndert ge⸗ 


der Perpendikel aus den Punkten im Raum auf fü ſte, Null. 1 85 
Man behalte ferner eine andere der drei Ebenen bei, 8 


B. die der xz, und verändere die der xy und 2, fo läßt ſich 


10 


15 das Naͤmliche zeigen wie vorhin. Eben ſo mit der dritten Ebene. 


Es iſt aber leicht zu ſehen, daß man durch dieſe Art der 


Veränderung. der- Ebenen, alle Ebenen, in allen nur moͤgli⸗ g 


chen Lagen, die durch den Punkt der mittlern Entfernung ge⸗ 
5 erhalten kann; alſo folgt, daß die Summe der Perpen⸗ 
dikel aus den gegebenen Punkten im Raum, auf jede nur moͤg⸗ 
liche drei, auf einander ſenkrechte Ebenen, ſobald ſolche durch 
den Punke der mittlern Entfernung gehen, Null iſt, und daß 
ſich folglich alle nur moͤgliche Ebenen mittler eie in 
Fig Punkt mittler Entfernung hne 


f 382. 
Ferner in der Pe der mittlern & äh) fuͤr die 


Eckpunkte eines regelmaͤßigen Vielecks in der Ebene allemal 
der Mittelpunkt des, um das Vieleck beſchriebenen Kreiſes. 


Fig. 36. Wenn das Vieleck eine grade Zahl von Seiten 


hat, ſo iſt der Satz ohne Weiteres klar, denn der bloße An⸗ 
blick der Figur zeigt, daß fuͤr zwei auf einander ſenkrechte 
| Axen, deren eine KL durch zwei Ecken der Figur geht, die 


SR 


Summe der Perpendikel aus den Ecken auf dieſe Axen, zu x 


Beiden Seiten derfelben, gleich groß iſt. 


N Fig. 37. Hat das Vieleck eine ungrade Zahl! von Sei⸗ i 1 
ten, fo lege man eine Axe K L durch eine Ecke der Figur und 


a den Mittelpunkt des umſchriebenen Kreiſes, welche 2 


* 


F 
Y 1 
74 
4 2 


4 

| fi genen r liegende Seite des | al E 
andere Axe aber durch des Kreiſes iterunft, auf bie 33 . 

b ſenkrecht.s Nur be f reibe man um das Vieleck ein anderes von 

1 der doppel er Seitenzahl, und zwar ſo, daß die Ecken des ge 
1 gebenen Vielecks mitten in die Seiten des neuen Vielecks . 

len. Dieſes neue Vieleck hat jetzt eine grade Zahl von Seiten a 
und gehöre folglich für den obigen erſten Fall, das heißt: a 
das neue Vieleck iſt der Mittelpunkt des Kreifes wirklich der 
Punkt der mittlern Entfernung der Ecken. Aber die Per⸗ ar 

pendikel aus den Ecken des gegebenen Vielecks auf die Aren, 
ſind allemal halb ſo lang, als die Summe der Perpendi⸗ 15 
kel aus den Ecken des neuen Vielecks, zwiſchen welchen ; 
jene liegen, z. B. PP’ iſt gleich zZ(DD’ + EEN) und PP’ 

u » (DD - EE“) wie ſich Teiche geometriſch zeigen läßt. 5 
Alſo betraͤgt die algebraiſche Summe der Perpendikel des ge— 
gebenen Vielecks die Haͤlfte derjenigen des neuen Vielecks. Da 
nun letztere Null iſt, ſo iſt es auch erſtere. Folglich iſt des 
Kreiſes Mittelpunkt auch fuͤr das gegebene Vieleck von einer 
ungraden, Zahl Seiten der Punkt der mittlern Entfernung. 

Mithin iſt allemal, fuͤr jedes beliebige regelmaͤßige Vieleck, 

- Mittelpunkt des umſchriebenen Kreiſes der Punkt DR 

mittlern Entfernung für die Ecken des Vielecks. 1 
| Man findet dieſen Satz in den Abhandlungen, wenn 
ich nicht irre, der Leidener Academie abgehandelt, wo ein 
| weitlaͤuftiger Beweis davon gegeben u Der 1 Beweis 


| it der . | ; 115 1 


383. 385 
Es waͤre intereſſant, einen analogen Satz fuͤr die Kugel, 
fläche zu haben. Für die 5 regulären Körper in der Kugel 
wird wahrſcheinlich leicht zu beweiſen ſein, daß der Mittels 
punkt der umſchriebenen 99 der Punkt der mittlern Entfer⸗ 
nung der Ecken 1 si { 


* 4 } N e 
384. | > | 5 
Noch ih. ich vom Punkt au 1 Ege een dle 


% 7 
BE 
3 \ 
4 ienfänft, daß die Summe der Quadrate feiner 1 


2 Furt, Fa 9 4 ieee R FN 8 11 vn 


ur ) . 2% * . . 1 1 H 4 L a 5 $ er x N » 
NM RN nn EN 


Wie: 00 4 wi 1 „ 


Man ſuche gui für Be 900 h ink u 
Den, von deſſen Entfernungen von den en ker * 
ie Summe der Quadrate fo klein als möglich ift, nehme dazu 
| zwei beliebige, auf einander ſenkrechte Axen an, nenne die * 
Coordinaten des geſuchten Punktes p und q und die Coordi⸗ 
naten der gegebnen Punkte a, 4; b, 8; , ſo mb. die N 
Quadrate der Entfernungen der leztern von dem erſten, wie 
leicht zu ſehen, * 
GM, eee «0: . 
af ſoll 2 
258. KH ο race. 
. . 5 Ger; = Min, 
Mir. Dieſes giebt, wenn man die Ableitungen nach * und 
y nimmt, und jede beſonders, wie es 1 das Minimum der 
Fall iſt, gleich Null feßt, 1 8 
VVV W 
1 y- -y—-k+J-r.=o a 
Soieraue folgt, wenn n Punkte vorhanden ſind, a ’ 
er UT a+b-+ b e 1 i 
1 734. Fe ub y eee, 
f ilches die Coordinaten des ele Punktes fü Be Diefe 
1 Coordinaten fi ſind aber keine anderen als dlejenigen des Punk⸗ 
tes der mittlern Entfernung. Denn man lege die willkuͤhrli⸗ 
\ chen Axen durch den geſuchten Punkt ſelbſt, ſo e * 1 ; 
7 — o alſo 2 
755. a ＋ b ... = o und ee 
welches die Eigenſchaft des Punkts der mittlern Entfernung 
iſt, indem für denſelben die Summe der Abeiſſen und Ordi⸗ 
naten der gegebenen Punkte Null iſt. Alſo hat der Punkt 
der mittlern Entfernung die Eigenſchaft, daß die Summe der 
Quadrate ſeiner Entfernungen von den Punkten, auf eie . 
er ſich bezieht, ein Kleinſtes iſt, und zwar ein Kleinen 


* 


ns 
” 


hält ma 
. 15 * = 


al e aha 


13 4 N 1 . 7 3 . 
385. 8 * an nk 


— 


KEN 


Es iſt ich zu ſehen, daß ein ganz ahnlicher Satz für. be⸗ 


lebige Punkte im Raume Statt findet. Denn wenn die 
uwe der gegebenen Punkte im Raume jetzt a, a, A; 
b, 6, B diejenigen des geſuchten Punktes, von deſſen nt / 


fernungen von den erſten, die Quadrate zuſammen ein Klein, er 


ſtes fein, ſollen, x 7 und 2 find, ſo muß jetzt fein 
756: (© ws) +49? + G- E 5. 
TO -B. . Nn. 
Dieſes giebt, wenn man die e nach x, y ud 
1 95 gleich Null ſetzt, ; Ay 
2 5 X 4 EX b R . 
= TY S LY 
W „ 
wofaus folgt 5 


1 Ill 
0 


6 


e 
f ma 
— BH Ye 


en 
1 
* 


A＋ BTC. „ 3 0 Ar 15 94 


* . 


oder, wenn man die willkͤͤhrlichen Coordinaten⸗ Ebenen durch 


* 0 Punkt * J, 2 ſelbſt legt, ſo daß alſo x, y und 2 Null find, 


a+b4+c..=o er 
759.2 ＋ 6 15 0 
A B ＋ C... S o, 


welches anzeigt, daß der geſuchte Punkt kein anderer als der 
Punkt der mittlern Entfernung iſt, der alſo auch fuͤr beliebige 
Punkte im Raume die Eigenſchaft hat, daß die Summe der 


co 
J 1557 N 8 | / 


Zi atemat b voii 6 — in ; er i 5 


1935 77 19 


Be iR Ei So 
rate ſe iner ebenem en es gegebenen 9 Punkten ein 
* — 1K 2 al 5 13 


77 


Von 5 e e Pun 


= "mieten Entfernung kann man n die oben erwähnten Abhe nd 5 
N lungen , 9 
5 a Be N u * % 1 . 386. 8 A N 70 ö jr) 1 mr 
Wer) A Av} ’ N 
® Die Eigenschaft des Punktes mittler eiten, daß die 1 


5 a ime der Quadrate ſeiner Entfernungen, von den Punkten 
Bit. auf welche er ſich bezieht, ein Kleinſtes iſt, fuhrt zunaͤchſt zü 
Leiner Vergleichung deſſelben mit dem Punkte der kleinſten 5 
a Entfernung; denn bei dieſen letztern findet ebenfalls ein auf 
N die Entfernungen ſich beziehendes Kleinſtes Statt, nur iſt es 
bier nicht die Summe der Quadrate der Entfernungen, ſon 
de, die Summe der ee en ſelbſt. 1 


l b 387. ER ER ee 
5 Man 1 von beliebigen Punkten in der "Spt, die 
Coordinaten fuͤr zwei willkuͤhrliche, auf einander ſenkrechte 1 
u, wie vorhin, a, b, S. .. und 4, f, 1e, die Coordi⸗ | 

naten des gefuchten Punkts, deffen 5 von den ger - 
gebenen Punkten, zuſammen ſo klein 1 ſollen ale e 
* und y, fo muß jeßt fein. wr 
760. VV a) ＋ 6 — 4) u vie —b) ＋ G = 
Ver- HG h, = Mn. 
Daraus folgt, wenn man die erſten eg 0 x und 
7 einzeln gleich Null ſetzt: | | 


in sun er 2 we 
Pr 5 > "Ver 
Weine N { 3 
| Te a 
TTT 
N EN yes — . 
5 wre ere e ee 
ORTE a Hr ee 15 
de + Gr 0 1 
Bis. 38. Es iſt leicht zu ſehen, daß die e Reihe (J76f.) die 
e 3 . 


* * r i en F „ 
b = 1 al { Se‘ 
E * 


gezogene Linien en der x AR ER 3. B. P 

3 der Anfangs: Punkt der Coordinaten, A einer der gegebenen } 
. ;. B. a, &; M der geſuchte Punkt x, y iſt, 0 
8 4 * A; M/ = AM. und 1 a)? Tem Er 


5 X — 5 2 
. 1 Fee, ede cba b n | 


54 


3 1 u 
en MA NI“ "sh. 6 Me. alle an⸗ 
dere Punkte. 1 8 ee, eee 

Wenn alfo die Winkel, welche die aus dem geſuchten punkt 
2 den gegebenen Punkten gezogene grade Linien mit der 
Axe der & machen, „ 8 baßen, 10. 1 13 den e 


* 


der kleinſten Entfernung Ri en 9 ! „ 
| 7050 siu a“ + sin 3 sin DER — . f 
1 55 cos #7 ＋ cos, A co 1 . . 0 b 
oder auch, wenn die Winkel mit der 9 70 der Ye „ 0, 
e heißen e ee | 
% Bu Ha cos a“ + cos 6% ae cos 1 8 0 „„ 


cos Sach cos en cos . . „ 


4 15 


388. „ N 

Fuͤr Punkte im ı Raume if die Sun me. der e 
des ‚gefuchten, Punkte kleinſter Entfernung von den gegebenen 
Punkten, wenn die Coordinaten durch 27 e, A; b, 1 1. 

a 2 3, V. 2 bezeichnet werden 5 


511 5 Va@-a EG- K . 
VVV 50 
|; e Art VER + oe EO) 

die ein Minimum ſein ſoll. ö f A 
h Nimmt man davon die erften Ableitungen nach x, y und 

* und ſetzt fie einzeln gleich Null, ſo erhaͤlt man drei Naben, 

deren Glieder die Form ee € 5 


— 


7 . 8 En, 


8 T RT am eee 
g ba. 5 1 
Dieſe Großen decken, wk leicht zu hig die Coſinus * 
5 Winkel aus, welche die Linien aus dem geſuchten Punkte 


nach den gegebenen, mit den Axen der x, Y und 2 machen. 


— 


Werden alſo dieſe Winkel durch u, ali, ate; 87, 6% 8%; 1 


V, , .., bezeichnet, ſo iſt für den, auf beliebige u. 


im Raum ſich beziehenden Punkt kleinſter Entfernung: 


Wen s 4 A. cos 6“ 5 cos 2 f Se 0 1. 4 
| 767. cos a — cos 670 + cos 
| cos 4/07 rn cos 6%. ＋ cos “. ii eo 
| WR Mei ee 
Hieraus folgt nachſtehender merkwürdige ganz Wee 
Saßz. Man ſtelle ſich um den Punkt kleinſter Entfernung eis 
nes gegebenen Syſtems von Punkten, wenn dieſelben in einer 
Ebene liegen, einen Kreis, wenn ſte nicht in einer Ebene lie 
gen, eine Kugelflaͤche mit dem Halbmeſſer I beſchrieben vor, ſo 
ſind die Entfernungen zwiſchen denjenigen Punkten, in wel⸗ 
chen grade Linien, aus dem Punkt kleinſter Entfernung nach 
den gegebenen Punkten gezogen, den Kreis und die Kugelflache 
ſchneiden, und zwiſchen den Axen, nichts anders als die Coſt⸗ 


nus der Winkel ſelbſt, welche die Linien aus dem Punkt der 5 


«a 


kleinſten Entfernung, nach den gegebenen Punkten gezogen, 


mit den Axen machen. Derjenige Punkt iſt alſo der Punkt 


kleinſter ee, für 1 die Summe kan PB nus 
Null iſt. 


; Ban? 
1 
ſind die Coſinus die e der er 


1 — 1 N „ Li 4 16 . 


5 


Fig. 39. Für ein Syſtem von Punkten in der Ebene 


Axe . iſt für jedes Syſtem von Punkten A, B, C, D, 
5 E, F in der Ebene, der Punkt kleinſter Entfernung allemal 
zugleich der Punkt mittler Entfernung derjenigen Punkte A’ B- 
CD- E/ F-, in welchen grade Linien MA, MB. ., aus ihm 
nach den gegebenen Punkten gezogen, einen wur um 


ihn er ie . 15 0 | 9 
| * 117 8 JON 5 F 
/ 00 * : fi 4 375 West . 391. RN | 3 


e te en Kaume findet dieſe letztere Eigenſchaft 
nicht Statt, denn die Entfernungen der Durchſchnitts Punkte 


der Kugelflaͤche und der Centrallinien von den Axen, deren 1 


Summe nach ($. 388. u. 369.) fuͤr den Punkt kleinſter Ent; 


fernung Null ſein muß, ſind nicht den Entfernungen jener 
5 Durchſchnitts Punkte der Kugelflaͤche von den Co or din a- 


ten⸗Eben en gleich, und nur die Summe der letztern, nicht 
jener Entfernungen, iſt fuͤr den Punkt mittler ee 


1 daa ee au N | 9. 0 
392. 


Von den Ecken regelmaͤßiger Vielecke iſt der . Miltelpünkt 1 


des umſchriebenen Kreiſes allemal der Punkt mittler Entfernung 
(F. 382.) und die graden Linien aus dem Mittelpunkt des 
Kreiſes nach den Ecken des regelmaͤßigen Mutec; machen mit 
einander gleiche Winkel. 
Fig. 39. Iſt alſo in einem gegebenen Vieleck ABC DEE 
i ein Punkt M moglich, aus welchem, Linien nach den Ecken 
gezogen, gleiche Winkel AMB, BMC... mit einander mas 
chen, ‚fo. iſt dieſer Punkt M der Punkt der kleinſten Entfernung 


fur die Ecken A, B, C, D, E, F; denn er iſt der Punkt mitt 


ler Entfernung der, in den Ecken eines regelmäßigen Vielecks 
liegenden Durchſchnitts Punkte des Kreiſes A“ B- ce D- E= F, 
- mit den Linien AM, BM det 


iR 308. „„ W 
N Mit er alle Bidet) Wee nur allein fuͤr das Dreieck 
a N Pe 


Aa 


den Apen. Denn z. B. für den Durchſchultts / 
Coſin s des Winkels * „MA nichts anders, 
e A“, des Punkts A’ von der andern 


a — 


te falt, das Eb ſo doch et Winkel 


großer als 2047) iſt. Man beſchreibe nämlich über einer Bu 
Dreiecks⸗Seiten, 3. B. BC Fig. 40. einen Kreisbogen B= 
MC, der den Winkel Se faſſet, welches geſchehen kann, indem 
man zwei gleichſeitige Dreiecke BME und CME errichtet, des 


ren gemeinſchaftliche Grundlinie NE die Seite BC halbint 1 
und von ihr halbirt wird, ſo ſind alle Winkel B M/ C, BMC 


in dieſem Kreisbogen gleich 4. Der Winkel AM aber 
aus der dritten Ecke, kann, ſo wie der Punkt M/. in den 
Kreisbogen fortrückend, jede Größe zwiſchen AB C und 25 er⸗ 


halten, denn wenn dieſer Punkt in B fallt, fo iſt der Winkel 


* 


AMC = ABC und wenn der Punkt M“ in C fallt, ſo iſt 
der Winkel AM’G = 22. Da nun nach der Vorausſetzung 


Ri jeder. Winkel des Dreiecks, alſo auch ABC, Ogg iſt, ſo kann 


g der Winkel AM“ in irgend einer Lage des Punkts M 3. B. 


wenn ſich derſelbe in M befindet, gleich Se ſein. Da aber im 
Fall BMC ge und AMC ge, der dritte Winkel AMB 
von ſelbſ — 2 iſt, ſo iſt allemal ein Punkt M moͤglich, aus 


welchem Linien nach den Ecken Hagen, unter ur Leis: 


TH machen. n ö 4 

Fig 41. Daraus folgt, daß der Punkt Feine Entfer⸗ 
‚nung für die‘ Ecken eines Dreiecks der eben benannte iſt; denn 
zieht man um denfelben einen Kreis, ſo liegen dle Durth 
ſchnitts- Punkte A“ Br Dr dieſes Kreiſes mit den Linien MA, 


MB, MG, in den Ecken eines gleichſettigen Dreiecks, deſſen 


Punkt Patte, Entfernung der e des Seile 1 
G. 382.) 5 

Man findet dieſen Fall für a 00 Dreieck an der oben 9 
gezeigten Stelle der Berliner Memoiren durch Rechnung age 
ee Er 5 W in dem obigen allgemeinen en enthalten. 


5 * N 7 


394. b MER en Ant 


Daß ſchon fer das Viereck und noch 55 für Figuren 


von are Seiten wich immer ein Punkt möglich n je 


durch den Mittelpunkt eines Kreiſes gehen, die algehroſſche 


nien, „ Und. a 3 des . 2 5 aber vu 


kanntlich nicht immer unter rechten Winkeln einander ſcneiden. 


Naoch weniger findet ein Scheitelpunkt gleicher Butt 


Ahr Figuren von mehreren Seiten Statt. 


W: 
Alſo gur f fuͤr das Dreieck fein; liegen um den Punkt 
kleiner Entfernung gleiche Winkel zwiſchen den Linien nach 


den Ecken der Figur. Für alle Figuren von mehreren Seiten, 


fo. wie fuͤr Punkte im Raume, liegen bloß die Punkte, in 
welchen die; Centrallinien einen Kreis oder eine Kugelflache 
um den Punkt kleinſter Entfernung ſchneiden, ſo, daß die al— 
gebraiſche Summe ihrer Entfernungen von den Axen oder 
Coordinaten⸗Ebenen Null iſt, welches auf unendlich verſchie⸗ 
dene Weiſe moͤglich iſt, ohne daß die Durchnitts Punkte grade 
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Denn. es iſt k pe Bas zwei grade Linien AG, und 1 5 
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Summe der Entfernungen der Punkte A, B, C, D, in wel: 
chem ſie den Kreis ſchneiden von zwei auf einander ſenkrechten 


Axen KL und MN, allemal Null iſt, welche Winkel auch die 


Linten unter ſich und mit den Aren machen mogen; woraus 


folgt, daß für das Viereck der Durchſchnitts Punkt der bei⸗ 


den Diagonalen des Vierecks der Punkt kleinſter Entfernung 


der Ecken iſt; denn von den Diagenalen wurde a 
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im Kreiſe, oder in der Kugel.“ Denn der Centrallinien find 


ede G eichunge. 
(766.) für Punkte im Raume, ſind , w | 
ſtimmung der Coordinaten des Punkte kleinſter mung; 
aus den Coordinaten der gegebenen Punkte, dienen. Doch 
laßt ſich die Beſtimmung der Winkel um die Centrallinien | 
leichter ine wenn n e einten zur 
Huͤlfe nimmt. x 1. ee 
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Aus dem allgemeinen Satze (§. 389.) folgt noch der merk⸗ 
wuͤrdige Umſtand, daß Punkte in der Ebene und im Raume, 
in den verſchiedenartigſten Lagen, einerlei Punkt kleinſter Ent⸗ 
fernung haben koͤnnen, das heißt, daß in den verſchledenartig⸗ 
fin Syſtemen von Punkten, die graden Linien aus dem Punkte 
kleinſter Entfernung nach den gegebenen Punkten gezogen, mit 
einander die nämlichen Winkel machen koͤnnen, z. B. in Fi⸗ 
gur 39. hat das Vieleck ABC“D’EF den nämlichen Punkt 
kleinſter Entfernung, wie das Vieleck ABO DE Fund alle 
mögliche Vielecke, deren Ecken nur in den Linien AM, BM, 0 
CM, DM, EM, FM liegen, haben alle den naͤmlichen Punkt 
kleinſter Entfernung. Eben ſo fuͤr Punkte im Raume. 

Die Figuren in der Ebene und im Raume, welche einen 
und denfelben Punft kleinſter Entfernung haben, ‚gehören mes 
gen dieſer gemeinſchaftlichen Eigenſchaft gleichſam iin eine Claſſe, 
und es wäre intereffant, die ihnen deshalb gemein zukom⸗ 


menden Cpenſgaften zu unterſuchen. ee „ 
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5 Eine, nterodtheilung dieſer Claſſe von Falte, Wider 
Sitieuihen; bilden, um deren; gemeinſchaftlichen Punkt kleinſter 
Entfernung, zwiſchen den, Centrallinien gleiches Winkel liegen. | 
Man ſieht leicht, daß Diefe, Art von Figuren ſchon gemein⸗ "Mi 
ſchaftlich die Eigenſchaft haben, daß ſt ſie durch ihre, Seiten. al⸗ * 
lein beſtimmt werden, ohne die Winkel; etwa wie Figuren . 


ſo viel als Seiten, und die igleichen Winkel werden von ſelbſt 
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Punkt der Seiten oder der Mittelpunkt des eingeſchriebenen 1 
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| ja welches leichter zu verfertigen und wohlfeiler iſt, die Winkel 


genauer miſſet, die Berechnung der Figuren erleichtert und we⸗ 
niger Irrthuͤmer der Beobachtungen ausgeſetzt iſt, als andere 
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